Impacto da ordenacio de matrizes por nested dissection nos
métodos de pontos interiores

Wellington Barbosa Rodrigues, Marta Ines Velazco Fontova

Mestrado em Ciéncia da Computacdo — Faculdade Campo Limpo Paulista [FACCAMP]
Rua Guatemala, 167 - Campo Limpo Paulista — SP — 13231-230 — Brasil

wellbar2@yahoo.com.br, marta.velazco@gmail.com

Abstract. Interior point methods are efficient for solving linear programming
problems. The calculation search directions requires the solution of one or more
linear systems. This is the most computationally expensive step; the systems
involve sparse and poorly conditioned matrices. To solve the systems, direct
methods using the Cholesky decomposition or iterative methods using conjugate
gradient may be used. Results show that the system matrix reordering brings
advantages in the solution calculation of direct methods. This project will
investigate the impact of the nested dissection ordination on linear systems
solution from interior point method, using the conjugate gradient method.

Resumo. Os métodos de pontos interiores sdo eficientes na solugdo de
problemas de programacdo linear de grande porte. O cdlculo das dire¢oes de
busca requer a solucdo de um ou mais sistemas lineares. Este é o passo mais
caro computacionalmente; os sistemas envolvem matrizes esparsas e mal
condicionadas. Para solug¢do dos sistemas podem ser utilizados métodos diretos
por fatoragdo de Cholesky ou métodos iterativos por meio do método do
gradiente conjugado. Resultados mostram que a reordenagdo da matriz do
sistema traz vantagens no cdlculo da solugdo por métodos diretos. Este projeto
investigara o impacto da ordenagdo nested dissection na solugdo de sistemas
lineares oriundos de métodos de pontos interiores, através do método do
gradiente conjugado.

1. Introducio

Por muitos anos 0 método simplex foi o mais eficiente para solucdo de problemas de
programacdo linear. Este método se movimenta pelos pontos extremos do politopo,
definido pelas restricdes do problema, até uma solucdo 6tima. No pior caso, ele percorre
todos 0s pontos extremos 0 que caracteriza um método de ordem ndo polinomial
(Vanderbei, 2001).

Karmarkar (Karmarkar, 1984) prop6s o primeiro método de pontos interiores de
ordem polinomial. Esse método, como o proprio nome diz, trabalha exclusivamente nos
pontos interiores da regido factivel do problema. O passo de maior custo computacional
é a resolucdo de um ou mais sistemas lineares a cada itera¢do no célculo das direcdes de
busca (Vanderbei, 2001). Por meio da escolha de métodos eficientes para resolucdo dos
sistemas lineares e da preparacdo das matrizes, tanto o tempo de solugdo quanto o
consumo de requisitos computacionais podem ser reduzidos.
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O uso de métodos de reordenacdo das matrizes envolvidas no processo da
resolucdo dos sistemas lineares tem apresentado bons resultados em métodos diretos.
Alguns dos métodos de reordenacdo mais utilizados sdo: minimo grau (George & Liu,
1994), Cuthill-McKee (Carvalho et al., 2009) e Nested Dissection (George & Liu, 1994).

Para a solucao de sistemas lineares oriundos de métodos de pontos interiores por
métodos diretos € utilizada a fatoracdo de Cholesky. Este método, em problemas esparsos
cria fatores com maior quantidade de elementos ndo nulos da matriz. Nesses casos, a
reordenacdo da matriz do sistema proporciona menor preenchimento (George & Liu,
1994).

Em (Carmo, 2005) foi feito um estudo do impacto dos métodos de ordenacdo na
solucdo de sistemas lineares pelo método do gradiente conjugado precondicionado,
utilizando um precondicionador por fatoracdo controlada de Cholesky. Os resultados
mostraram que o método de minimo grau foi 0 método de ordenacdo com melhores
resultados apos a fatoracao controlada de Cholesky; a matriz teve 0 menor preenchimento
causando reducdo nas iteracdes do gradiente conjugado.

Este trabalho est& organizado em sec¢Ges. Na Sec¢do 2 sdo apresentados 0os métodos
de pontos interiores. A Secdo 3 descreve os sistemas lineares oriundos de método de
pontos interiores. Dois métodos de ordenacdo para matrizes esparsas serdo mostrados na
Secdo 4. A Secdo 5 descreve uma proposta de testes a serem realizados para comparativo
entre os métodos de ordenacdo. Por fim, a Secdo 6 apresenta as consideracdes finais e
estudos futuros.

2. Métodos de pontos interiores

Um problema de otimizacdo linear pode ser representado na forma padrao do primal:
T

min c.x
sujeito a Ax=0b
x=0

Sendo A € R™" a matriz de restricbes de m linhas e n colunas, ¢ € R" o0 vetor de
coeficiente da funcéo objetivo, b € R™ o vetor das restricGes e x € R" é o0 vetor de
variaveis a serem determinas (Vanderbei, 2001).

A partir do problema primal, define-se o problema dual:

max bT.y
sujeito a Al.y+z=c
z=20

Ondey € R™ é o vetor de variaveis duais livres e z € R" é 0 vetor de variaveis de
folga (VVanderbei, 2001).

O método preditor-corretor calcula duas direcdes a cada iteracdo para as variaveis
primais e duais [x,y,z]. As dire¢des sdo obtidas aplicando o método de Newton no sistema
ndo linear formado pelas condigdes de otimalidade descritas em (1).



Ax-b
T -
(A v C) =0, %220 (1)

Definindo os residuos [rp, rq, ra] como rp,=b —Ax, ra =c - ATy — z e ra = -XZe, uma
solucdo Otima sera obtida quando os mesmos forem nulos.

3. Solucao de sistemas lineares

No célculo das dire¢des de busca nos métodos de pontos interiores, o sistema linear obtido
ao aplicar o método de Newton em (1) € reduzido por substituicdo em um sistema de
equacOes normais como segue:

(ADAY)dy =1, + A(Dry — Z7'1,) (2)

Para a solucdo de tal sistema sdo utilizados métodos diretos ou métodos iterativos.
Como a matriz ADA* é simétrica e definida positiva a fatoragédo de Cholesky (Golub &
Loan, 2013) é a abordagem direta utilizada. Porém, em problemas de grande porte com
matrizes de restricbes muito esparsas temos aumento no preenchimento do fator gerando
um maior custo computacional (George & Liu, 1994).

Outra forma de solucionar este sistema € por métodos iterativos. Pelas
caracteristicas da matriz, o método mais utilizado é o método do gradiente conjugado.
Porém, este método pode ter problemas de convergéncia pelo mal condicionamento da
matriz do sistema (2) (Golub & Loan, 2013), fazendo necessério o uso de
precondicionadores.

Os métodos de reordenagdo também buscam reduzir o efeito de preenchimento,
chamados fill-in, durante o processo de fatoracdo das matrizes esparsas. Isto traz
vantagens na solugdo dos sistemas por meio da fatoracdo de Cholesky (George & Liu,
1994) assim como na solucdo pelo gradiente conjugado precondicionado com
precondicionadores que usam fatoragcdo incompleta (Carmo, 2005).

4. Métodos de ordenacao

Rothberg em (Rothberg & Hendrickson, 1998) mostra que o método nested dissection
apresenta melhores ordenacdes que 0os métodos comumente utilizados, como minimo
grau, para a ordenacdo das matrizes especificas de métodos de pontos interiores. Os
resultados sdo apresentados utilizando a fatoracdo de Cholesky para a solugdo dos
sistemas. Este trabalho investigara o impacto do método nested dissection na solucéo dos
sistemas lineares, mas utilizando métodos iterativos. A seguir serdo descritos os dois
métodos de ordenacao que serdo utilizados.

4.1.Método de Minimo grau

Na ordenacéo pelo método de minimo grau, a matriz simétrica ADA' é representada em
um grafo. O primeiro vértice na reordenacdo sera o de menor grau. Este vértice é
eliminando, assim como todas as arestas incidentes. O que em sua representacdo atraves
de matriz, indica que a linha de maior esparsidade foi permutada com a primeira linha
(George & Liu, 1994). Seguidamente, o grafo € atualizado criando novas arestas entre
cada par de vértices adjacentes ao vértice eliminado. Esse processo é repetido até termos



apenas um Vvértice, que sera o ultimo vértice na ordenacao, com isso mantendo as linhas
mais densas da matriz nas Ultimas posi¢des. Este método tem como vantagem o baixo
custo computacional para a tomada de decisdo sobre qual sera o proximo vértice a ser
escolhido na ordenagéo.

4.2. Método Nested Dissection

O nested dissection leva vantagem em relacdo ao minimo grau devido a velocidade de
execucdo e menor consumo de recursos para armazenamento (George & Liu, 1994).
Neste método, a matriz A é representada como um grafo GA. Primeiro, procura-se um
conjunto de vértices S que separa o grafo em dois subgrafos C* e C2, chamados de vértices
separadores (George & Liu, 1994). Em seguida, os vértices de C*, C? sdo reordenados e,
por Gltimo, os vértices S. Esse processo ¢ aplicado recursivamente em C! e C2. Na matriz,
significa mover as linhas/colunas que representem os vértices S para o fim e as
linhas/colunas que representem os vértices C! e C? para o comego da matriz. A maior
dificuldade desse método de ordenacdo € encontrar os nos separadores para fazer a
bissecédo do grafo.

5. Testes numéricos

O estudo comparativo dos métodos de ordenacdo serd realizado por meio de testes
numéricos utilizando problemas das bibliotecas de dominio publico: NETLIB
(Mittelmann), QAP (Burkard et al., 1991). Para isto, os métodos de ordenagdo serdo
introduzidos no codigo PCX-Modificado (Bocanegra et al., 2007) (Velazco et al., 2010).

O codigo PCx é implementado nas linguagens C e Fortram (Mehrotra et al., 1999).
Neste codigo, problemas de programacdo linear sdo resolvidos utilizando o método
preditor-corretor com mudltiplas correcfes; os sistemas envolvidos sdo resolvidos por
fatoracdo de Cholesky e é utilizada a ordenacdo por minimo grau. No PCx-modificado,
as multiplas correcdes e o método de ordenacdo sdo desligados e os sistemas sao
resolvidos utilizando uma abordagem iterativa pelo método do gradiente conjugado
precondicionado. O precondicionador utilizado é o precondicionador hibrido (Bocanegra
et al., 2007).

Os testes serdo realizados em um processador Intel core I3 com 4Gb de meméria com
sistema operacional Linux.

6. Consideracoes finais e trabalhos futuros

O aumento do tamanho dos problemas de programacéo linear gera maior consumo de
recursos computacionais e tempo de resolucdo. Através da escolha dos métodos mais
eficientes para resolugéo dos sistemas lineares e preparacdo das matrizes, por exemplo
com métodos de reordenacgdo, podemos reduzir o nimero de operacgdes.

Com isso se torna necessario para o estudo comparativo dos diversos metodos de
ordenacéo utilizados durante o processo de resolugdo de sistemas lineares. Devido essa
necessidade, os proximos passos desse estudo buscam verificar o impacto da ordenacao
de matrizes por nested dissection nos métodos de pontos interiores utilizando meétodos
iterativos para solugédo dos sistemas lineares.
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