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Resumo: O k-NN – k-Nearest Neighbors – é um algoritmo utilizado em aplicações de Aprendizado 

de Máquina que envolvem, entre outras, reconhecimento de padrões, mineração de dados e raciocínio 

automatizado. Tendo como entradas uma instância x e um inteiro k ≥ 1, o k-NN envolve um processo de 

busca de k instâncias mais similares à instância x em um conjunto T de N ≥ 1 instâncias definidas por D ≥ 

1 dimensões. Quando T possui grande número de instâncias e/ou grande dimensionalidade tal processo de 

busca tende a consumir muito tempo devido, principalmente a cálculos de funções de similaridade entre 

instâncias, geralmente utilizando a métrica descrita pela distância euclidiana entre instâncias. Diversas 

propostas têm sido feitas para reduzir o tempo de busca do algoritmo k-NN. Este trabalho relata os esforços 

de investigar algoritmos que objetivam reduzir o tempo de busca do algoritmo k-NN e apresentar uma 

proposta de um novo algoritmo, denominado kM++kNN, que utiliza o conceito de desigualdade triangular 

para reduzir o tempo de busca do k-NN. O algoritmo kM++kNN é comparado, em experimentos de medida 

da economia do número de cálculos funções de similaridade entre instâncias e de tempo de busca, com 

algoritmos atualmente considerados rápidos e que também utilizam o conceito de desigualdade triangular 

para acelerar a busca do algoritmo k-NN.   

Palavras-chave: k-NN, k vizinhos mais próximos, busca rápida, desigualdade triangular. 

  



 
 

Abstract: The k-NN – k-Nearest Neighbors – is an algorithm used in Machine Learning 

applications such as pattern recognition, data mining and automated reasoning. Having as inputs an 

instance x and an integer k ≥ 1, the k-NN searches for k similar instances to the instance x in a set T of N ≥ 

1 instances with D ≥ 1 dimensions. When T has many instances and/or with large dimensionality, this search 

process tends to consume a lot of time, due to calculations of similarity functions between instances. Several 

proposals have been made to reduce the search time of the k-NN algorithm. This work reports the efforts to 

investigate algorithms, that aim to reduce the search time of the k-NN algorithm, and present a proposal for 

a new algorithm, called kM++kNN, which uses the concept of triangular inequality to reduce the k-NN 

search time. The kM++kNN algorithm is compared, in experiments to measure the economy of calculations 

of similarity functions between instances and search time, with algorithms currently considered fast and 

which also use the concept of triangular inequality to speed up the search of the algorithm k-NN. 

Keywords: k-NN, k-nearest neighbors, fast search, triangle inequality. 
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busca do algoritmo k-NN utilizando métodos aproximados, isto é, aceleram a fase de busca do 

k-NN renunciando à busca exata de k instâncias em um conjunto de instâncias mais similares a 

uma instância x. 

ENN ENN (Exact Nearest Neighbor), refere-se a algoritmos que buscam acelerar a fase de busca do 

k-NN entregando os mesmos resultados que o algoritmo k-NN entregaria. 

IDE IDE (Integrated Development Environment), é uma expressão utilizada para descrever um 

ambiente de desenvolvimento de software que integra diversas ferramentas tais como editor 

de textos, compilador, depurador, etc.. 

T Conjunto de treinamento. 

D Dimensão do conjunto T (ou seja, número de atributos que descrevem as instâncias). 
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M Número de grupos em T. 

x Instância de busca. 
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Capítulo 1  
Introdução 

Este capítulo descreve o objeto de estudo deste trabalho e o situa em relação ao corpo 

de conhecimento ao qual ele se insere. Este trabalho é sobre o algoritmo k-NN (Cover & 

Hart, 1967), especificamente no que diz respeito a contribuições para a melhoria de 

desempenho de tempo durante a fase de busca realizada pelo algoritmo. Muitas 

contribuições têm sido feitas para isto, mas estas contribuições podem ser organizadas 

em algumas poucas categorias no que se refere às técnicas utilizadas para a melhoria do 

desempenho da fase de busca. Assim, a Seção 1.1 contém uma revisão literária de 

contribuições e uma categorização destas contribuições. A “região” dentro do “mapa 

de contribuições” onde se situa o interesse deste trabalho é estabelecida ao final da 

Seção 1.1. O problema que motiva este trabalho é o da alta complexidade computacional 

da fase de busca do algoritmo k-NN. A Seção 1.2 analisa a principal causa desta 

complexidade computacional e argumenta que esta complexidade, embora seja 

polinomial, é inaceitável em aplicações envolvendo grande número de instâncias. Os 

objetivos e as contribuições deste trabalho são declarados na Seção 1.3. Por fim, a Seção 

1.4 informa sobre como esta dissertação de mestrado está organizada.   
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1.1 – Contexto da Pesquisa 

O algoritmo k-NN (Cover & Hart, 1967) – do inglês k-nearest neighbor – é amplamente 

empregado na área de Aprendizado de Máquina pela sua simplicidade, efetividade e por 

inúmeras aplicações práticas em diversas áreas do conhecimento, tais como 

reconhecimento de padrões (Glowacz  & Glowacz, 2016), raciocínio automatizado 

(Gerhana et al., 2017), detecção de ruído em dados (Angiulli, Basta &. Pizzuti, 2006), 

enfim, a todo um universo de aplicações que necessitam, genericamente, de processos de 

classificação ou de regressão. A notoriedade deste algoritmo extrapola os limites da 

pesquisa científica e da engenharia de produtos inteligentes, frequentando artigos 

dirigidos ao público geral, e sendo considerado um dos dez principais algoritmos da área 

de Aprendizado de Máquina deve conhecer (GeeksforGeeks, 2021; Le, 2021; ProjectPro, 

2021).  

Sobre este trabalho, cabe uma importante ADVERTÊNCIA. Este trabalho não é 

sobre aprendizado supervisionado ou aprendizado não supervisionado. Este trabalho é 

sobre complexidade de algoritmos. O foco deste trabalho está na melhoraria da 

complexidade de tempo da busca do algoritmo k-NN. 

O algoritmo k-NN é descrito na literatura, a exemplo do que faz Mitchell (1997), como 

um algoritmo da categoria denominada “baseada em instâncias”. Tal algoritmo não 

demanda nenhum procedimento para treinamento a fim de induzir um modelo genérico 

para a busca de uma instância1 x em um conjunto de instâncias T, de modo que o próprio 

conjunto T pode ser considerado o conjunto de treinamento 2do algoritmo. A inclusão de 

uma nova instância no conjunto T não requer nada além da própria inclusão da instância 

em T. Tendo por referência uma função de similaridade entre instâncias e, como entradas 

uma instância x e um inteiro k ≥ 1, o algoritmo k-NN realiza uma busca exaustiva das k 

instâncias mais similares à instância x em um conjunto de instâncias T, contendo N ≥ 1 

instâncias em um espaço de D ≥ 1 dimensões3.  

 
1 A definição de instância será abordada no Capítulo 2. 
2 Em aprendizado supervisionado, um conjunto de treinamento é um subconjunto de instâncias utilizado 
para induzir um modelo. Não sendo o aprendizado supervisionado foco deste trabalho, basta o leitor se 
atentar que o conjunto de instâncias será o próprio conjunto de treinamento para fins do entendimento do 
que este trabalho propõe. 
3 Dimensão refere-se ao número de atributos de uma instância. Este e outros conceitos correlatos estão 
definidos no Capítulo 2. 
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Quando usado em processos de classificação, o mecanismo de funcionamento do k-NN é 

bastante simples e consiste apenas em computar o valor da similaridade de uma instância 

x a cada uma das instâncias em T, selecionar as k instâncias mais similares a x e, com base 

nas classes das instâncias selecionadas, calcular uma classe como resposta ao processo de 

classificação, geralmente pela regra da maioria dos votos. Contrapõe-se a esta 

simplicidade o alto custo computacional do processo de busca exaustiva no conjunto de 

instâncias T, principalmente em aplicações com grande número de instâncias com alta 

dimensionalidade.  

Muitas propostas para acelerar o mecanismo de busca do algoritmo k-NN têm sido feitas. 

De forma geral tais propostas podem ser classificadas em duas categorias, aqui 

denominadas pelas siglas ANN e ENN. 

A categoria ANN (Approximate Nearest Neighbor) engloba algoritmos (e.g., Wang, Pan 

& Li, 2019; Andoni & Indyk, 2006) que propõem acelerar o processo de busca do k-NN 

sacrificando a precisão dos resultados. Algoritmos desta categoria buscam um 

compromisso entre a eficiência e a precisão dos resultados da busca. Tais algoritmos 

assumem, por princípio, que as instâncias mais similares computadas podem não ser as 

mesmas identificadas pelo algoritmo k-NN, mas que os resultados obtidos compensam na 

prática o ganho de tempo no processo de busca.  

Algoritmos da categoria ENN (Exact Nearest Neighbor) (e.g., Xueyi, 2012) objetivam 

acelerar o processo de busca do k-NN sem perder a precisão dos resultados, entendendo-

se por “precisão” que tais algoritmos propõem processos de cálculo que resultam nos 

mesmos resultados que seriam obtidos com o algoritmo k-NN. Muitas propostas de 

algoritmos desta categoria realizam um pré-processamento do conjunto de instâncias 

como meio de melhorar a eficiência do processo de busca. Duas subcategorias de 

algoritmos ENN se destacam: a subcategoria dos algoritmos baseados em árvores e a 

subcategoria dos algoritmos baseados em grupos. 

Os algoritmos da subcategoria baseada em árvores constroem árvores na fase de pré-

processamento para mapear o espaço do conjunto de instâncias e, com isto, melhorar a 

eficiência da busca. A ideia é a de que o percurso na árvore construída na fase de pré-

processamento acelere o processo de busca exata de instâncias na fase de busca. KD-tree 

(Sproull, 1991), Ball-tree (Uhlmann, 1991) e VP-tree (Yianilos, 1993) são exemplos de 

algoritmos pertencentes a esta subcategoria de algoritmos ENN. 
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Algoritmos da subcategoria baseada em grupos empregam métodos de agrupamento 

para particionar o espaço do conjunto de instâncias. Estes algoritmos funcionam em dois 

estágios: o estágio de agrupamento e o estágio de busca propriamente.  No estágio de 

agrupamento, algoritmos de agrupamento – e.g., k-Means (MacQueen, 1967) – são 

utilizados para induzir grupos de instâncias dentro do conjunto de instâncias. A ideia é a 

de que o processo de busca possa ser acelerado via alguma estratégia de exclusão que 

objetiva limitar o número de grupos ou o número de instâncias dentro de grupos em que 

as instâncias devem ser buscadas, em vez de considerar todo o espaço compreendido pelo 

conjunto de instâncias. O conceito de desigualdade triangular (Lima, 2013) vem sendo 

utilizado para desenvolver estratégias de exclusão em propostas de algoritmos não 

hierárquicos da categoria ENN. 

Este trabalho tem como foco algoritmos da subcategoria baseada em grupos da categoria 

ENN e que empregam o conceito de desigualdade triangular para estabelecer estratégias 

de exclusão para limitar o espaço de busca e, com isto, acelerar a fase de busca do 

algoritmo k-NN, a fase de busca para este trabalho se refere propriamente a busca do k-

NN. 

1.2 – Problema e Motivação 

Na raiz do problema que motiva este trabalho está a alta complexidade computacional da 

fase de busca do algoritmo k-NN. Tal alta complexidade computacional é devida, 

principalmente, aos cálculos de função de similaridade entre instâncias.  

A distância euclidiana (Anton, 1994; Theodoridis, & Koutroumbas, 2009) é comumente 

utilizada como uma métrica (Lima, 2013) para a função de similaridade empregada em 

diversas versões do algoritmo k-NN e, dada a sua prevalência, é empregada neste estudo. 

Quando ela é usada como medida de similaridade, quanto maior for a distância euclidiana 

entre duas instâncias, mais dissimilares essas instâncias são consideradas serem e, 

inversamente, quanto menor for a distância euclidiana entre duas instâncias, mais 

similares elas são consideradas serem. Para duas instâncias 𝑝 e 𝑞 no espaço 𝐷 dimensional 

a distância euclidiana entre elas é definida pela expressão (1.1) 

                                         𝑑(𝑝, 𝑞) = ,∑ (𝑝! − 𝑞!)"#
!$% 	,                           (1.1) 

Em que 𝑝! e 𝑞! denotam a d-ésima dimensão das instâncias 𝑝 e 𝑞. 
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O cálculo da distância euclidiana entre duas instâncias requer 𝐷 subtrações, 𝐷 

multiplicações e 1 (um) cálculo de raiz quadrada. Em um conjunto de instâncias de 

treinamento T, com 𝑁 instâncias de	𝐷 dimensões, dado como entrada do algoritmo k-NN, 

o cálculo da distância euclidiana entre uma instância x e todas as instâncias do conjunto 

T requer 𝐷𝑁 subtrações, (𝐷 − 1)	𝑁 somas e 𝐷 cálculos de raiz quadrada, o que conduz a 

uma complexidade computacional 𝑂(𝐷𝑁).  

Em um primeiro cenário em que o valor de 𝐷 é pequeno e 𝐷 é muito menor do que 𝑁 a 

complexidade computacional pode ser considerada, na prática, linear em relação a 𝑁, ou 

seja, 𝑂(𝑁). Em um segundo cenário em que 𝐷 = 𝑂(𝑁) a complexidade computacional 

tende a ser 𝑂(𝑁"). Em aplicações popularmente conhecidas como big data, em que 𝑁 é 

grande e, pior ainda, em que 𝑁 e 𝐷 são grandes, os dois cenários de complexidade 

computacional são inaceitáveis em termos de tempo de processamento. Este problema 

fomenta o desafio do desenvolvimento de propostas de algoritmos que visam acelerar a 

fase de busca do algoritmo k-NN. 

1.3 – Objetivos e Contribuições 

Este trabalho é contextualizado nos esforços de pesquisa que visam acelerar a fase de 

busca do algoritmo k-NN de forma exata, tendo como ideia a proposta de soluções que 

utilizam técnicas de agrupamento e o conceito de desigualdade triangular para 

desenvolver estratégias de redução de cálculos de funções de similaridade entre 

instâncias. Ou seja, utilizando a terminologia descrita na Seção 1.1, este trabalho é sobre 

pesquisas, que envolvem como soluções, algoritmos da categoria ENN, subcategoria 

baseada em grupos e o conceito de desigualdade triangular para desenvolver estratégias 

de exclusão de grupos ou de instâncias dentro de grupos. 

Foram objetivos do trabalho de pesquisa conduzido e descrito nesta dissertação de 

mestrado: 

• Estudar propostas de algoritmos da categoria ENN, subcategoria baseada em 

grupos, e que empregam o conceito de desigualdade triangular para estabelecer 

estratégias de exclusão de grupos ou de instâncias dentro de grupos. 

• Propor um algoritmo deste mesmo contexto de contribuições de pesquisa, como 

contribuição alternativa às propostas existentes. 
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• Realizar experimentos com os algoritmos estudados e com o algoritmo proposto 

afim de verificar a eficiência destes algoritmos no que se refere ao aceleramento 

da fase de busca do algoritmo k-NN. 

Como contribuições do trabalho de pesquisa realizado podem ser elencadas: 

• A proposta do algoritmo kM++kNN, como alternativa às contribuições de 

pesquisa evidenciadas na literatura. 

• Uma discussão crítica das propostas existentes em relação a elas mesmas e em 

relação à proposta do algoritmo kM++kNN. 

• Disponibilização ao domínio público do software resultante do algoritmo 

kM++kNN neste trabalho. 

1.4 – Organização deste Documento 

Além deste capítulo introdutório, este documento está organizado como segue.  

Os conceitos e as notações empregados neste trabalho são definidos no Capítulo 2, que 

objetiva organizar semanticamente os conceitos, via definições, e sintaticamente, via 

notações, os principais conteúdos tratados neste trabalho. O capítulo visita e adapta ao 

contexto deste trabalho vários fundamentos da área de Aprendizado de Máquina tais 

como instância, conjunto de instâncias, métrica e similaridade entre instâncias. O conceito 

de desigualdade triangular, utilizado por todas as propostas que serão apresentadas, é 

também discutido neste capítulo. 

O Capítulo 3 objetiva apresentar e explicar os algoritmos que foram estudados e que 

forneceram sustentação para alcançar o objetivo deste trabalho. Os algoritmos estudados 

têm como objetivo a redução da quantidade de cálculos de distância, a fim de, acelerar o 

processo de busca do algoritmo k-NN que também é apresentado no Capítulo 3. 

O Capítulo 4 apresenta a proposta de algoritmo desenvolvido como contribuição deste 

trabalho, o algoritmo kM++kNN. O texto aborda métodos de agrupamento para 

particionar o espaço do conjunto de instâncias e as hipóteses que a partir de estudos 

experimentais aceleram a fase de busca do k-NN. 

O Capítulo 5 define a metodologia de pesquisa empregada neste trabalho. No capitulo são 

abordados o ambiente para experimentação que foi utilizado, os conjuntos de instâncias 
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selecionados para realização dos experimentos, os índices de desempenho4 dos 

algoritmos e o método de experimentação. 

O Capítulo 6 descreve os resultados obtidos dos experimentos realizados, e faz uma 

discussão entre os resultados do algoritmo proposto nesse trabalho e algoritmos 

considerados rápidos que se situam da mesma categoria, isto é, algoritmos ENN, 

subcategoria baseada em grupos e que utilizam o conceito de desigualdade triangular para 

acelerar a fase de busca do algoritmo k-NN.  

O Capítulo 7 apresenta as conclusões deste trabalho e identifica trabalhos futuros. 

O Apêndice I contém informações sobre como é possível obter o código fonte, em Python, 

do algoritmo kM++kNN. 

 
4 Desempenho faz referencia exclusivamente a complexidade de tempo do algoritmo. 
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Capítulo 2  
Conceitos Fundamentais e 

Notações 
Este capítulo descreve uma série de conceitos fundamentais a este trabalho, bem como 

estabelece as notações utilizadas na formalização destes conceitos. O capítulo inicia com 

a definição e o estabelecimento da notação a ser utilizada para a descrição conjunto de 

instâncias (Seção 2.1). Medidas de similaridade entre instâncias são necessárias para 

que, entre outras coisas, se possa discriminar, no conjunto de instâncias, instâncias mais 

semelhantes e menos semelhantes umas às outras. Medidas de similaridade são, 

normalmente, definidas a partir de métricas em um espaço métrico. A Seção 2.2 discute 

os conceitos de espaço métrico e de métrica. Uma métrica especial, a distância 

euclidiana, é definida na Seção 2.3. O conceito de medida de similaridade entre 

instâncias empregado neste trabalho é definido na Seção 2.4. Um conceito central a este 

trabalho é o de desigualdade triangular detalhado na Seção 2.5, e utilizado nos 

algoritmos estudados e no algoritmo proposto neste trabalho. 
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2.1 – Conjunto de Instâncias 

Em Aprendizado de Máquina o conceito de instância tem sido utilizado para se referir a 

algo utilizado para representar, sobre uma certa perspectiva, um objeto ou um fenômeno 

no mundo. Frequentemente uma instância é descrita por um vetor de atributos, sendo que 

cada atributo5 representa uma propriedade ou característica mensurável do objeto ou 

fenômeno representado pela instância. Os conceitos de conjunto de instâncias, instância 

e atributo são os mais básicos empregados neste trabalho, sendo expressos formalmente 

pela Definição 2.1.  

Definição 2.1 (Conjunto de Instâncias, Instância e Atributo): um conjunto de 

instâncias é um conjunto finito e não vazio de N instâncias, T = { I1, I2, ... IN }. Cada 

instância Ii, 1 ≤ i ≤ N, é descrita por uma n-upla ordenada finita e não vazia de D ≥ 1 

dimensões, Ii = ( Ai1, Ai2, ..., AiD ). Cada Aij, 1 ≤ j ≤ D é um atributo cujo valor é 

descrito por um número do conjunto dos números reais. 

A Definição 2.1 utiliza conceitos e notações de conjunto e de n-uplas ordenadas da forma 

como usualmente são empregados na Matemática. Assim, o termo conjunto refere-se a 

uma coleção de elementos distintos, sendo os elementos do conjunto separados por 

vírgula entre chaves. A ordem dos elementos em um conjunto não é importante, i.e., o 

conjunto {a, t, o, r} é igual ao conjunto {r, o, t, a}. O termo n-upla ordenada refere-se a 

uma coleção ordenada de elementos, sendo os elementos da n-upla ordenada separados 

por vírgula entre parêntesis ou parêntesis angulares, i.e., “( )” ou “< >”. Por exemplo, 

mesmo tendo os mesmos elementos, a n-upla ordenada (1, 2, 1, 3) é diferente da n-upla 

ordenada (1, 1, 2, 3) porque a ordem dos elementos nas duas coleções é diferente. Pode 

haver repetição de elementos em uma n-upla ordenada.  

Um atributo tem por objetivo mensurar algum aspecto do objeto ou do fenômeno 

representado por uma instância. Este trabalho está restrito a atributos que podem ser 

mensurados e expressos por valores do conjunto dos números reais. A Definição 2.1, 

acima, formaliza esta restrição.   

 O Exemplo 2.1 ilustra um conjunto de instâncias nos termos da Definição 2.1. 

Exemplo 2.1. O conjunto de dados Iris, disponível no UCI Machine Learning 

Repository (Dua & Graff, 2021) é um exemplo de Conjunto de Instâncias. O conjunto 

 
5 Alguns textos utilizam o termo “característica” ou o termo “variável” no lugar do termo “atributo”. 
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de dados Iris refere-se a uma família de plantas floríferas e tem sido amplamente 

utilizado na área de Aprendizado de Máquina em experimentos sobre aprendizado 

supervisionado, agrupamento, redução de dimensionalidade, entre outros. O conjunto 

todo possui 150 instâncias e cada instância é descrita pelos quatro atributos reais 

correspondentes, em centímetros, ao comprimento da sépala (sepal length), largura da 

sépala (sepal width), comprimento da pétala (petal length) e largura da pétala (petal 

width) de plantas da família Iris. Cada instância do conjunto está associada a uma das 

seguintes três classes, que se refere a tipos diferentes de Iris: Iris Setosa, Iris 

Versicolour e Iris Virginica. Neste exemplo, a classe está sendo representada por um 

atributo real utilizando a seguinte correspondência6: 1.0 para Iris Setosa, 2.0 para Iris 

Versicolour e 3.0 para Iris Virginica. Nos termos da Definição 2.1 pode-se dizer que 

o conjunto de instâncias exemplificado possui número de instâncias N = 150, cada uma 

delas descritas por D = 5 atributos. A primeira n-upla ordenada ilustrada na Figura 2.1, 

descreve uma instância com os seguintes atributos: comprimento da sépala igual a 5.1 

cm, largura da sépala igual a 3.5 cm, comprimento da pétala igual a 1.4 cm, largura da 

pétala igual a 0.2 cm e a classe a que se refere a instância igual a 1.0 (Iris-setosa). As 

demais instâncias ilustradas na Figura 2.1 podem ser interpretadas de forma análoga.   

 

Figura 2.1: O conjunto de dados Iris, disponível no UCI Machine Learning Repository 

(Dua & Graff, 2021), como um exemplo de conjunto de instâncias, nos termos da 

Definição 2.1. O conjunto de instâncias Iris possui 150 instâncias, mas por razões 

ligadas a espaço e suficiência explanatória, a Figura 2.1 apresenta apenas três 

instâncias. 

2.2 – Espaços Métricos 

Em Matemática, o conceito de espaço métrico reúne o conceito de conjunto e o conceito 

de métrica sobre os elementos do conjunto. A métrica é uma função que estabelece um 

valor real entre dois quaisquer elementos de um conjunto. O conceito de espaço métrico 

é muito útil em Aprendizado de Máquina e especialmente útil para este trabalho para 

estabelecer uma noção de similaridade ou dissimilaridade entre duas instâncias. 

 
6 Os números reais estão sendo apresentados neste trabalho tendo o ponto (não a vírgula) como separador 
entre a parte inteira e a fracionária. 

T  = { (5.1, 3.5, 1.4, 0.2, 1.0 ),  (4.9, 3.0, 1.4, 0.2, 1.0 ), ... , (5.9, 3.0, 5.1, 1.8, 3.0) } 
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A Definição 2.2 é uma formalização do conceito de espaço métrico adaptada de Lima 

(2013) aos propósitos deste trabalho. 

Definição 2.2 (Espaço Métrico): um espaço métrico é um par ordenado < X, d >, em 

que X é um conjunto e d é uma métrica sobre os elementos de X, i.e., d é uma função 

𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ, tal que, para quaisquer três elementos 𝑥%, 𝑥", 𝑥& ∈ 𝑋, os seguintes 

axiomas são válidos, em que : ℝ é o conjunto dos números reais. 

1. Reflexividade ou identidade: 𝑑(𝑥%, 𝑥") = 0 ⟷ 𝑥% = 𝑥". 

2. Simetria: 𝑑(𝑥%, 𝑥") = 𝑑(𝑥", 𝑥%). 

3. Desigualdade triangular: 𝑑(𝑥%, 𝑥") ≤ 𝑑(𝑥%, 𝑥&) + 𝑑(𝑥", 𝑥&). 

Decorre desta definição que uma métrica é sempre positiva ou nula7, i.e., para quaisquer 

𝑥%, 𝑥" ∈ 𝑋 ocorre que 𝑑(𝑥%, 𝑥") ≥ 0. A métrica d é comumente chamada de “função 

distância” ou, simplesmente de “distância”.  

O Axioma 1 determina que, por um lado, se a distância entre os elementos x1 e x2 é igual 

a zero então x1 é igual a x2 e, por outro lado, se x1 é igual a x2 então a distância entre x1 e 

x2 é igual a zero. Ou seja, nestas condições, x1 é idêntico a x2, daí o termo identidade ser 

utilizado para qualificar esse axioma. 

O Axioma 2 estabelece que, para quaisquer dois elementos x1 e x2, a distância de x1 até x2 

é igual à distância de x2 até x1. Ou seja, a função distância admite a propriedade simétrica 

da relação entre conjuntos. 

O Axioma 3, conhecido como desigualdade triangular, estabelece que a distância entre 

dois elementos x1 e x2 é sempre menor ou igual à soma da distância deles para um terceiro 

elemento x3. Informalmente, pode-se dizer que o axioma da desigualdade triangular 

estabelece que x3 não é um atalho para o caminho que conecta x1 e x2. Pela importância 

da desigualdade triangular para este trabalho, a Seção 2.6 aborda o axioma com mais 

detalhes. 

 
7 O argumento de que 𝑑(𝑥!, 𝑥") ≥ 0. decorre dos seguintes fatos: (𝟏)	𝑑(𝑥!, 𝑥#) ≤ 𝑑(𝑥!, 𝑥") + 	𝑑(𝑥", 𝑥#), 
o que implica que 𝑑(𝑥!, 𝑥") ≥ 𝑑(𝑥!, 𝑥#) − 	𝑑(𝑥", 𝑥#). (2) 𝑑(𝑥", 𝑥#) ≤ 𝑑(𝑥!, 𝑥") + 	𝑑(𝑥!, 𝑥#), o que 
implica que 𝑑(𝑥!, 𝑥") ≥ 𝑑(𝑥", 𝑥#) − 	𝑑(𝑥!, 𝑥#). As implicações dos fatos (1) e (2) permite concluir que 
𝑑(𝑥!, 𝑥") ≥ |	𝑑(𝑥!, 𝑥#) − 	𝑑(𝑥", 𝑥#)	| e, finalmente, que 𝑑(𝑥!, 𝑥") ≥ 0.   
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Exemplo 2.2. Exemplos de espaços métricos. Os exemplos a seguir constituem 

espaços métricos envolvendo o conjunto dos números reais e vetores de elementos do 

conjunto dos números reais, em que a métrica de distância utilizada é a euclidiana: 

(1) < ℝ, 𝑑 >, em que a distância (métrica) d entre dois elementos de ℝ é dada por 

𝑑(𝑣, 𝑤) = ,(𝑣 − 𝑤)" = |𝑣 − 𝑤|.  

(2) < ℝ", 𝑑 >, em que a distância d entre dois elementos de ℝ é dada por 

𝑑E(𝑣%, 𝑣"), (𝑤%, 𝑤")	F = ,(𝑣% −𝑤%)"	 +	(𝑣" −𝑤")"		. 

(3) < ℝ# , 𝑑 >, D ≥ 1, em que a distância d entre dois elementos de ℝ é dada por 

𝑑E(𝑣%, … , 𝑣#), (𝑤%, … , 𝑤#)	F = ,(𝑣% −𝑤%)"	 +⋯+	(𝑣# −𝑤#)"	. 

Os espaços métricos exemplificados envolvem diferentes dimensões do conjunto dos 

números reais, sendo os espaços (1), (2) e (3), respectivamente, unidimensional, 

bidimensional e D-dimensional – note que (1) e (2) são casos particulares de (3). 

Informalmente, o gráfico da Figura 2.2(a) representa o espaço métrico (1). Sendo 

unidimensional, o espaço métrico (1) está sendo representado graficamente como uma 

linha com infinitos números reais. A figura também ilustra a distância entre os 

elementos v = 2.5 e w = 3.6, calculada como 𝑑(2.5, 3.6) = ,(2.5 − 3.6)" =

|2.5 − 3.6| = 1.1. O gráfico da Figura 2.2(b) representa o espaço métrico (2) via um 

plano de infinitos números reais em cada uma das duas dimensões, nomeadas no 

gráfico pelos números 1 e 2. A figura também representa a distância entre os vetores 

(1.0, 3.0) e (2.0, 1.0), ou seja, 𝑑E(1.0, 3.0), (2.0, 1.0)	F =

,(1.0 − 2.0)"	 +	(3.0 − 1.0)"	 ≅ 2.24	. Os vetores estão representados como pontos 

no plano e a distância entre eles via uma a linha contínua que os conecta. As linhas 

pontilhadas fazem alusão aos catetos do triângulo retângulo cuja hipotenusa é a 

distância d. 
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Figura 2.2: Representação gráfica dos dois primeiros espaços métricos do Exemplo 

2.2: (a) espaço métrico unidimensional; (b) espaço métrico bidimensional. 

Existem representações gráficas intuitivas para espaços métricos de até três dimensões. 

Espaços métricos D-dimensionais em que D ³ 4 podem ser representados 

graficamente, mas as pessoas não interpretam tais gráficos com a mesma naturalidade 

com que interpretam representações de até três dimensões. A título de exemplo, 

independentemente de representação gráfica para o espaço métrico (3), a distância d 

entre os vetores (1.1, 2.2, 1.0, 0.0) e (-1.1, 3.0, 1.8, 0.5) no espaço métrico < ℝ(, 𝑑 >  

é dada por 𝑑E(1.1, 2.2, 1.0, 0.0), (−1.1, 3.0, 1.8, 0.5)	F =

,(1.1 − (−1.1))"	 +	(2.2 − 3.0)"	+	(1.0 − 1.8)"	 +	(0.0 − 0.5)"	 ≅ 2.52	. 

 

2.3 – Distância Euclidiana entre Instâncias 

As distâncias dos espaços métricos do Exemplo 2.2 são conhecidas como distâncias 

euclidianas para espaços de dimensões D ³ 1. Estas distâncias representam o tamanho 

em linha reta entre dois vetores do espaço métrico. Embora outras definições de distância 

(a)
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possam ser utilizadas − e.g. distância Manhattan (Black, 2019), distância Mahalanobis 

(Maesschalck, Jouan-Rimbaud & Massart, 2000) − este trabalho usa apenas o conceito 

de distância euclidiana, que está estabelecido na Definição 2.3. 

Definição 2.3 (Distância Euclidiana entre Instâncias): Seja T um conjunto de 

instâncias e duas instâncias 𝑣 ∈ 𝑇 e 𝑤 ∈ 𝑇, 𝑣 = 	 (𝑣%, 𝑣", … , 𝑣#), 𝑤 =	<

(𝑤%, 𝑤", … , 𝑤#), 𝐷 ≥ 1. A distância euclidiana entre as instâncias v e w é igual a 

𝑑(𝑣, 𝑤	) = ,(𝑣% −𝑤%)"	 +⋯+	(𝑣# −𝑤#)"	 = Q	∑ (𝑣) −𝑤))"#
)$% . 

Na notação utilizada na Definição 2.3, v e w são instâncias pertencentes a um conjunto de 

instâncias T. Sendo instâncias, v e w são descritos, respectivamente, por n-uplas 

ordenadas (v1, v2, ..., vD) e (w1, w2, ..., wD) 

Exemplo 2.3. Um exemplo de distância euclidiana entre instâncias. Sejam v = (5.1, 

3.5, 1.4, 0.2) e w = (4.9, 3.0, 1.4, 0.2). Nesse exemplo, a quantidade de atributos ou 

dimensões é D = 4 

A distância euclidiana entre as instâncias v e w é igual a 𝑑(𝑣, 𝑤	) =

,(𝑣% −𝑤%)"	 +⋯+	(𝑣( −𝑤()"	 = Q	∑ (𝑣) −𝑤))"(
)$% . 

𝑑(𝑣, 𝑤	) = ,(5.1	 − 4.9)"	 +	(3.5	 − 3.0)"	 +		(1.4 − 1.4)"	 +		(0.2	 − 0.2)"			

= √0.29 	≅ 0.539 

Ou seja, a distância euclidiana entre as instâncias v = (5.1, 3.5, 1.4, 0.2) e w = (4.9, 

3.0, 1.4, 0.2) é, aproximadamente, igual a 0.539. 

2.4 – Similaridade e Dissimilaridade entre Instâncias 

Medidas de similaridade são utilizadas para indicar o grau de semelhança entre instâncias. 

Geralmente funções de similaridade são desenvolvidas para estabelecer a similaridade 

entre instâncias de um conjunto de instâncias, sendo que a função de similaridade 

empregada neste trabalho é estabelecida a partir do conceito de distância euclidiana entre 

instâncias. A escolha da distância euclidiana como medida de similaridade entre 

instâncias a ser utilizada neste trabalho tem a ver com a prevalência do uso desta medida 

em diversas versões do algoritmo k-NN.  
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A expressão 2.1 estabelece que a função de similaridade sim a ser empregada neste 

trabalho é dada por 

𝑠𝑖𝑚(𝑣, 𝑤) = 𝑑(𝑣, 𝑤),               (2.1) 

em que d (v, w) é a distância euclidiana entre as instâncias v e w, calculada de acordo com 

a Definição 2.3. Neste trabalho, ambas funções sim(v, w)  e d(v, w) denotam a similaridade 

entre duas instâncias v e w, de tal forma que d(v, w) denota, além da própria distância, 

também a similaridade entre as instâncias v e w. Sendo assim definido, quanto menor for 

a distância euclidiana entre duas instâncias, mais similares essas instâncias são 

consideradas serem e, inversamente, quanto maior for a distância euclidiana entre duas 

instâncias, mais dissimilares elas são consideradas serem.  

2.5 – Desigualdade Triangular 

O conceito de desigualdade triangular tem origem na geometria plana euclidiana. Em 

qualquer triângulo, o comprimento de qualquer um de seus lados é menor ou igual à soma 

dos comprimentos dos outros dois lados. Ou seja, sendo a, b e c os comprimentos dos 

lados de um triângulo, c ≤ a + b (Figura 2.3-a) 8, a ≤ b + c e b ≤ b + c. Esse conceito é a 

formalização da noção intuitiva de que, sendo x, v e w os vértices de um triângulo (Figura 

2.3-a), é mais curto ou igual o tamanho do caminho reto de x a w do que o tamanho do 

caminho de x a v somado com o tamanho do caminho de v a w.    

A distância euclidiana d (Definição 2.3) entre instâncias de um conjunto de instâncias (T) 

D-dimensional é uma métrica no espaço métrico < ℝ# , 𝑑 >,. Logo d satisfaz a 

desigualdade triangular entre instâncias x, v e w pertencentes a T mostrada na expressão 

(2.2) 

𝑑(𝑥, 𝑤) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑣) + 	𝑑(𝑣, 𝑤)	,            (2.2) 

ou seja, a distância euclidiana entre a instância x e a instância w é menor ou igual à 

distância euclidiana da instância x à instância v somada com a distância euclidiana da 

instância v à instância w (Figura 2.3-b).  

 
8Alguns matemáticos, especialmente quando estão trabalhando com geometria elementar, preferem não 
considerar na formulação desse conceito, a igualdade entre c e a soma de a com b, porque nessa condição 
o triângulo degenera-se a uma linha. Assim, tais matemáticos optam por escrever que c < a + b, excluindo 
o caso da igualdade. Diferentemente deles, neste trabalho, considera-se a igualdade na formulação do 
conceito. 
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É também verdade que  

𝑑(𝑥, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑤) + 	𝑑(𝑣, 𝑤) e que 

𝑑(𝑣, 𝑤) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑣) + 	𝑑(𝑥, 𝑤) , 

 

o que conduz a  

𝑑(𝑥, 𝑤) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑣) − 	𝑑(𝑣, 𝑤) e 

𝑑(𝑥, 𝑤) ≥ 𝑑(𝑣, 𝑤) − 	𝑑(𝑥, 𝑣). 

Resumindo as duas últimas expressões em uma única expressão, obtêm-se 

																																														𝑑(𝑥, 𝑤) ≥ |	𝑑(𝑥, 𝑣) − 	𝑑(𝑣, 𝑤)	| ,   (2.3) 

ou seja, a distância euclidiana entre a instância x e a instância w é maior ou igual ao valor 

absoluto da diferença entre a distância euclidiana da instância x à instância v e a distância 

euclidiana entre a instância v e a instância w. 

As expressões (2.2) e (2.3) estabelecem um limite inferior e um limite superior para a 

distância euclidiana entre as instâncias x e w, desde que se conheça a distância euclidiana 

entre as instâncias x e v e a distância euclidiana entre as instâncias v e w. Resumidamente, 

estes limites são:  

• Limite inferior para a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑤): 

|	𝑑(𝑥, 𝑣) − 	𝑑(𝑣, 𝑤)	| . 

 

• Limite superior para a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑤): 

𝑑(𝑥, 𝑣) + 	𝑑(𝑣, 𝑤)	. 

Estes limites são úteis para o desenvolvimento de algoritmos que objetivam diminuir o 

número de cálculos de distâncias euclidianas entre instâncias. Os algoritmos estudados 

neste trabalho utilizam estes limites ou alguma relação derivada destes limites. 
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Figura 2.3: Desigualdades triangulares: (a) em um triângulo; (b) em distâncias 

euclidianas entre instâncias de um conjunto de instâncias no espaço real D-dimensional. 
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Capítulo 3 
Revisão Bibliográfica 

Este capítulo descreve a revisão bibliográfica referente aos algoritmos que objetivam 

acelerar o processo de busca do algoritmo k-NN. A Seção 3.1 apresenta o algoritmo k-

NN e seu funcionamento para o processo de busca das instâncias em um conjunto de 

instâncias. A Seção 3.2 tem por objetivo apresentar a complexidade computacional e a 

problemática apresentada para o algoritmo k-NN quando utilizando um conjunto com 

alto número de instâncias. A Seção 3.3 apresenta o algoritmo kMkNN, uma das propostas 

desenvolvidas por Xueyi (2012), a fim de acelerar o processo de busca do algoritmo k-

NN, para isto é empregado o conceito de desigualdade triangular, objetivando reduzir a 

quantidade de cálculos de distância realizados pelo k-NN. A Seção 3.4 apresenta um 

algoritmo, proposto em Pan et al. (2020), denominado KMC-OTI-FS, que utiliza outra 

estratégia de emprego da desigualdade triangular. A Seção 3.5 apresenta uma segunda 

proposta, também apresentada em Pan et al. (2020), o algoritmo KMC-EOTI-FS, o qual 

visa corrigir uma deficiência na complexidade computacional de espaço do algoritmo 

KMC-OTI-FS.  
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3.1 – Algoritmo k-NN 

O algoritmo k-NN (k-Nearest Neighbors), também conhecido como k vizinhos mais 

próximos, é comumente utilizado em diversas áreas como: reconhecimento de padrões, 

aprendizado de máquina e mineração de dados (Mitchell, 1997). O algoritmo k-NN, neste 

texto também referenciado como, tradicional, pode ser chamado também de “aprendiz 

preguiçoso”, isto por que o estágio de inicialização tem um baixo custo computacional.  

O estágio de inicialização tem por objetivo preparar o conjunto de instâncias, de tal forma 

que, as instâncias estejam melhor organizadas, de maneira que otimize o estágio de busca, 

neste caso, o k-NN tradicional não realiza uma preparação do conjunto de instâncias, a 

fim de otimizar o estágio de busca. 

O k-NN envolve um processo de busca de k instâncias mais similares à instância x em um 

conjunto T de N ≥ 1 instâncias definidas por D ≥ 1 dimensões. 

O estágio de pesquisa, ou, busca propriamente dito, é utilizado para buscar as k instâncias 

mais similares em relação a instância de busca fornecida como entrada, com isto, o 

algoritmo irá percorrer cada uma das instâncias do conjunto de instâncias, a fim de, 

verificar a similaridade entre cada uma das instâncias em relação à instância de busca. 

O estágio de busca deste algoritmo possuí alto custo computacional, uma vez que, o 

algoritmo irá acessar todas as instâncias do conjunto de instâncias para computar suas 

medidas de distância em relação à instância de busca, que de modo geral utiliza-se 

euclidiana como medida de distância. 

Tendo como entrada um conjunto de instâncias T, uma instância x e um inteiro k ≥ 1, este 

algoritmo tem como objetivo buscar às k instâncias mais próximas de x em T.  

A Figura 3.1 ilustra isto, assim, o algoritmo irá executar a busca a fim de encontrar as k 

instâncias mais próximas de x em T, promovendo assim como saída os índices das k 

instâncias próximas de x, temos o pseudocódigo do algoritmo k-NN, que subsidiara a 

compreensão do seu funcionamento na seção seguinte. 
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Algoritmo k-NN (T, N, x, k) 

Entrada: T, um vetor armazenando um conjunto de instâncias no espaço 
D dimensional, N, o número de instâncias em T, x, uma instância de 
pesquisa e o número de k ≥ 1 vizinhos mais próximos de x em T. 

Saída: R, sequência dos índices das k instâncias mais próximas de x 
em T, ordenada a partir da mais próxima. 

1 { 

2     para i := 1 até N faça 

3     { 

4 // V é um vetor de pares (i, d) em que i indica o índice de 
// uma instância i em T e d a distância da 

5 // instância T[i] à instância x. O algoritmo              
// Distância_Euclidiana calcula a distância Euclidiana  

6         // da instância T[i] à instância x no espaço D dimensional. 

7         V[i] := (i, Distância_Eucliciada (T[i], x, D) );  

8     } 

9 Ordenar em ordem crescente, pelo campo d, as distâncias 
armazenadas em V; 

10     R := o índice das k primeiras instâncias em V;   

11     retornar R; 

12 } 
Figura 3.1: Pseudocódigo do algoritmo k-NN. 

3.2 – Complexidade Computacional do k-NN e a Problemática 

Com base no estudo e compreensão do algoritmo k-NN, um problema deste algoritmo é 

a sua execução para um conjunto com grande número de instâncias ou instâncias com 

grande dimensão. 

Em um conjunto de instâncias de treinamento T, com 𝑁 instâncias de 𝐷 dimensões, dado 

como entrada ao algoritmo k-NN, o cálculo da distância euclidiana entre uma instância x 

e todas as instâncias do conjunto T requer 𝐷𝑁 subtrações, (𝐷 − 1)	𝑁 somas e 𝐷 cálculos 

de raiz quadrada, o que conduz a uma complexidade computacional 𝑂(𝐷𝑁). Em um 

primeiro cenário onde 𝐷 é pequeno e 𝐷 é muito menor do que 𝑁 a complexidade 

computacional pode ser considerada, na prática, linear em relação a 𝑁, ou seja, 𝑂(𝑁). Em 

um segundo cenário onde 𝐷 = 𝑂(𝑁) a complexidade computacional tende a ser 𝑂(𝑁"). 

Em aplicações popularmente conhecidas como big data, onde 𝑁 é grande e, pior ainda, 

onde 𝑁 e 𝐷 são grandes, os dois cenários de complexidade computacional são inaceitáveis 

em termos de tempo de processamento. 
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Compreendendo a grande complexidade computacional que o k-NN pode obter quando 

lida com um conjunto com grande número de instâncias, na literatura podem ser 

encontradas propostas com foco na redução do número de cálculos de distâncias durante 

o processo de busca do k-NN. As próximas seções apresentaram três destas propostas. 

3.3 – Algoritmo kMkNN 

A ideia básica do algoritmo kMkNN9 proposto em Xueyi (2012) é pré-processar um 

conjunto de instâncias T com o objetivo de acelerar o processo de busca. Assim o kMkNN 

possui duas fases denominadas de Fase 1, fase offline ou de pré-processamento, e a Fase 

2, fase online ou fase de busca propriamente. Na Fase 1 o algoritmo de agrupamento k-

Means (MacQueen, 1967) é utilizado para induzir um agrupamento com 𝑀 = √𝑁 

grupos10 sobre o conjunto de instâncias T, onde N é o número de instâncias de T.  

Na Fase 2 o conceito de desigualdade triangular (Lima, 2013) é utilizado como estratégia 

para economizar cálculos de distâncias euclidianas e, com isto, acelerar o processo de 

busca de k instâncias em T mais similares a uma instância x dada como entrada na Fase 

2. A Figura 3.2 ilustra o uso da desigualdade triangular no contexto do algoritmo kMkNN. 

A figura apresenta um grupo de instâncias 𝐶) cujo centro é 𝑐) e o raio é 𝑟), raio é a distancia 

do centro do grupo até a instância mais distante do grupo. A figura também apresenta o 

conjunto 𝑦*++ de k instâncias correntemente11 mais similares (mais próximas) à instância 

x e o raio 𝑑* deste conjunto. 

 
9 O algoritmo kMkNN, recebe um nome diferente por Pan et al. (2020), sendo chamado de KMC-TI-FS. 
10 Pan et al. (2020) afirmam que M foi definido como sendo igual √𝑁 a partir de estudos experimentais, 
embora não apresentem os resultados destes estudos.  
11 O termo “correntemente” está sendo utilizado aqui porque o algoritmo kMkNN compõe o conjunto 𝑦$%% 
de forma iterativa.  
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Figura 3.2: Uso do conceito de desigualdade triangular no contexto do algoritmo 
kMkNN. 

O conceito de desigualdade triangular permite afirmar que 

                                            𝑑* + 𝑟) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑐)),   

o que implica em 

																																																		𝑑E𝑥, 𝑐)F − 𝑟) 	≤ 	𝑑*.                                       (3.1) 

 

Se para um Grupo 𝐶) a expressão (3.1) for falsa, então não é necessário cálculos de 

distâncias entre x e as instâncias do Grupo 𝐶), o que conduz à primeira fonte de economia 

de cálculos de distâncias empregada pelo algoritmo kMkNN. 

Mesmo que a expressão (3.1) seja verdade para um Grupo 𝐶), ainda é possível uma 

segunda economia de cálculos de distância. Utilizando novamente o conceito de 

desigualdade triangular é possível afirmar que  

																																							𝑑(𝑥, 𝑦),-) ≥ |𝑑E𝑥, 𝑐)F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐))|.                      (3.2) 

Se para uma certa instância 𝑦),- ∈ 𝐶) 	ocorrer de |𝑑E𝑥, 𝑐)F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐))| > 𝑑* então pela 

expressão (3.2) 𝑑E𝑥, 𝑦),-F > 𝑑* e, também nesta condição, a distância 𝑑E𝑥, 𝑦),-F não 

necessita ser calculada. Esta é a segunda fonte de economia de cálculos de distâncias. 
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A Figura 2 apresenta o pseudocódigo do algoritmo kMkNN. Na Fase 1 o algoritmo k-

Means é utilizado para induzir um agrupamento com M grupos, {𝐶)})$%. , em que cada 

grupo contém 𝑁) (j = 1, ..., M) instâncias, e armazenar dados pré-processados para a Fase 

2, relativos aos centros dos grupos, {𝑐)})$%. , aos raios dos grupos, {𝑟)})$%. , e à distância de 

cada instância y ao centro do grupo que a contém, {{𝑑(𝑦!,# , 𝑐!)}#$%
&! }!$%' .   

A Fase 2, fase de busca de k instâncias mais similares (mais próximas) de uma instância 

x, dada como entrada, é realizada da seguinte forma. Computa-se o Grupo 𝐶%∗ mais 

próximo à instância x (linhas 2 e 3 da Figura 3.3) e, exaustivamente, computa-se a 

distância de x a cada uma das instâncias do Grupo 𝐶%∗, com o objetivo de calcular 

provisoriamente o conjunto {𝑦0++}0$%*  das k instâncias mais próximas a x (linhas 4 a 7 da 

Figura 3.3). Até aqui, nenhuma economia de cálculos de distância é realizada. A 

economia virá com a iteração sobre os outros grupos utilizando a estratégia da 

desigualdade triangular descrita anteriormente (linhas 9 a 31 da Figura 3.3). Ao final da 

Fase 2 o algoritmo retorna como saída o conjunto {𝑦0++}0$%* 	das k instâncias mais 

similares a x. 

Algoritmo kMkNN 

Fase 1: fase de pré-processamento (offline) 

Entrada: T: conjunto de instancias; N: número de instâncias em T; M: número 

de grupos a serem formados em T, onde 𝑀 =	√𝑁. 

Saída: {𝑪𝒋}𝒋$𝟏𝑴 .: M grupos de instâncias em T; {𝒄𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos centros dos 

grupos de instâncias em T; {𝒓𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos raios dos grupos de 

instâncias em T, onde o raio 𝑟! de um grupo 𝐶! é definido pela maior distância 

entre o centro do grupo 𝐶! e uma instância dentro do grupo 𝐶!; 

{{𝒅(𝒚𝒋,𝒊, 𝒄𝒋)}𝒊$𝟏
𝑵𝒋 }𝒋$𝟏𝑴 :distância de cada instância y ao centro do grupo que a contém. 

Aqui 𝑁! representa o número de instâncias do grupo 𝐶!.    

Procedimento: algoritmo de agrupamento k-Means (MacQueen, 1967).  

Fase 2: fase de busca propriamente (online) 

Entrada: x: instância à qual se busca, em T, instâncias mais próximas a ela; 

k: número de instâncias similares que se quer buscar. 

Usa: saídas da Fase 1 (offline). 

Saída: {𝑦-&&}-$%. : conjunto das k instâncias de T mais similares a x. 

{ 1 

  Computar as distâncias euclidianas {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' .  2 
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  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' 	para obter {𝑑(𝑥, 𝑐!∗)}!$%' , onde 𝑑(𝑥, 𝑐%∗) < 𝑑(𝑥, 𝑐0∗) < ⋯ < 𝑑(𝑥, 𝑐'∗ ).  3 

  Para o grupo mais próximo a x, 𝐶%∗, computar as distâncias euclidianas  4 

  {𝑑(𝑥, 𝑦%,#)}#$%
&#∗ 	, isto é, as distâncias de x a cada instância y do Grupo 𝐶%∗. 5 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦!,#)}#$!
%!∗ 	para localizar as k instâncias correntes mais similares a x;     6 

  Inserir essas instâncias em {𝑦-&&}-$%1 , n = k, e fazer 𝑑. = 𝑦.&&.    7 

  para j := 2 até M faça  8 

  { 9 

     se 𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑟&∗ < 𝑑$ então // Primeira fonte de economia de cálculos  10 

       // de distância (Expressão 3.1). Aqui 𝑟&∗ é o raio do grupo 𝐶&∗. Se 11 

       // este teste é falso, então não é necessário cálculos de  12 

       // distâncias entre x e as instâncias do Grupo 𝐶&∗.                  13 

     { 14 

        para i := 1 até 𝑁&∗ faça 15 

        { 16 

           se 8𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑑(𝑦&,) , 𝑐&∗)	8 > 	𝑑$ então  17 

             // Segunda fonte de economia de cálculos de distâncias  18 

             //(Expressão 3.2). Não é necessário o cálculo de 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 19 

           senão 20 

           { 21 

              Calcular a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 22 

              se 𝑑(𝑥, 𝑦&,))< 𝑑$ então 23 

                 Fazer n = n + 1 e inserir 𝑦&,) em {𝑦-&&}-$%1 .    24 

           }   25 

        }  26 

     }   27 

     Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦-&&)}-$%1 . 28 

      Reduzir {𝑦-&&}-$%1  para n = k instâncias mais próximas (mais similares).  29 

      Fazer 𝑑. = (𝑥, 𝑦.&&).         30 

  } 31 
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  Retornar como saída {𝑦-&&}-$%. .  32 

}33 

Figura 3.3: Pseudocódigo algoritmo kMkNN.

 

O Exemplo 3.1 ilustra o funcionamento do algoritmo kMkNN. 

Exemplo 3.1. Considere o conjunto de instâncias (T) mostrado na Figura 3.4, que 

possui 9 instâncias descritas por dois atributos numéricos, e será feita a busca das k = 

2 instâncias mais similares à instância x de entrada. 

A Figura 3.4 apresenta as instâncias utilizadas para ilustrar o funcionamento do 

kMkNN. 

 

Figura 3.4: Conjunto de instâncias utilizado para ilustrar o funcionamento do algoritmo 
kMkNN. 

Compreendendo o conjunto de instâncias que será utilizado neste exemplo, considera-

se uma instância x, da qual será utilizada para buscar as k instâncias mais similares a 

ela,  

x = (3.0, 3.0). 

Na Fase 1 de execução do kMkNN, considere que o algoritmo k-Means induziu o 

agrupamento ilustrados na Figura 3.5. A quantidade de grupos que serão gerados é 

igual a 𝑀 = √𝑁, ou seja, 𝑀 = √9 = 3, 

A Figura 3.5 mostra o agrupamento induzido pelo k-Means, com M = 3 grupos. 

T = { (1.0, 2.0), (2.0, 3.0), (5.0, 1.0), (9.0, 5.0), (8.0, 6.0), (9.0,7.0), 
(1.0, 6.0), (2.0, 7.0), (3.0, 5.0) } 
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Figura 3.5: Agrupamento induzido pelo algoritmo k-Means com três grupos. 

No início da Fase 2 do kMkNN, será computado a distância de x para o centro de 

cada um dos grupos, as distâncias computadas são ordenadas de forma ascendente, 

desta forma, via de exemplo tem-se os grupos mais próximos, considerando a 

seguinte ordem aos centros mais próximos da instância x (linhas 2 e 3). 

{𝑑(𝑥, 𝑐)∗)})$%. = {[1.0, 3.16, 6.7]} 

Na sequencia é apresentada a Tabela 3.1 com as distâncias de x aos centros dos 

grupos que compõem o agrupamento. 

Tabela 3.1: Distâncias calculadas e ordenadas, de x a cada centro de grupo, onde 
G1 é o primeiro grupo, G2 o segundo grupo e G3 o terceiro grupo. 

Distâncias para o centro do grupo G1 G2 G3 
x 1.0 3.16 6.7 

Deste modo, se tem os grupos mais similares à instância x, o que propicia identificar 

as instâncias mais próximas, sem a necessidade de percorrer todos os grupos. 

Deve-se computar as distâncias de x para cada instância de G1 (linha 4 e 5), e ordenar 

as distâncias de forma ascendente para localizar as instâncias mais similares à x (linha 

6). Em seguida armazenar a instâncias mais similares e considerar 𝑑* como a 

distância à sendo a instância mais distante de x (linha 7). 

Possuindo ou não as k instâncias mais similares, o algoritmo percorrerá os demais 

grupos, a fim de encontrar outras possíveis instâncias mais similares à instância x. 
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Neste exemplo, obtém-se através da instrução escrita na linha 7, o conjunto das 

instâncias mais próximas sendo: {𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (1.0, 2.0), (5.0, 1.0)]} e 

𝑑* = 𝑑(𝑥, I1) = 2.23. 

Deve-se agora, percorrer as demais instâncias dos demais grupos, neste exemplo, o 

próximo grupo é o G2 (linha 8). 

Através da desigualdade triangular (Expressão 3.1) de x para o centro de G2, é 

verificado se, d(x, 𝑐") −	𝑟"	é menor que 𝑑*, 

3.16 − 7.07 < 2.23 

logo, 

−3.91 < 2.23 

 

portanto, a expressão é verdadeira. Desta forma, é necessário percorrer cada uma das 

instâncias do grupo G2, a fim de verificar a Expressão (3.2) através da linha 17, ou 

seja,  

|𝑑(𝑥, 𝑐") − 𝑑(I7, 𝑐")	| > 	2.23, 

então, 

2.16 > 	2.23, 

obtém-se, resultado falso para a Expressão (3.2), isto significa que, será necessário 

computar cálculo de distância, a fim de, verificar se a instância I7 é uma instância 

candidata a uma das k mais similares a x. Com isto, é calculado a distância de x para 

a instância I7 (linha 22), obtendo a distância 𝑑(𝑥, I7) = 	3.6. 

É verificado então, se a instância I7 deve ser inserida no conjunto {𝑦0++}0$%1  (linha 

23), onde,  

3.6 < 2.23, 

a partir deste resultado, despreza-se a instância I7. 

A próxima instância a ser verificada é a I8, através da Expressão (3.2) (linha 17), 

considerando 

|𝑑(𝑥, 𝑐") − 𝑑(I8, 𝑐")	| > 	2.23, 

então, 
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2.16 > 	2.23, 

para a instância I8, obtém-se resultado falso, isto conduz a verificar se esta instância 

pode ser candidata as instâncias mais similares, através da linha 22, computando a 

distância 𝑑(𝑥, I8) = 	4.12. 

Com isso, pode-se concluir que a instância I8, também, deve ser desprezado uma vez 

que 4.12	 < 	2.23 (linha 23). 

A última instância a ser verificada para o grupo G2 é a instância I9, através da 

Expressão (3.2), obtemos,  

|𝑑(𝑥, 𝑐") − 𝑑(I9, 𝑐")	| > 	2.23, 

então, 

1.75 > 	2.23, 

resultado falso para a instância I9, conduzindo a computar cálculo de distância e 

verificação através das linhas 22 e 23, obtendo, d(𝑥, I9) = 2.0, o que conduz a 

verificação, 

2.0 < 2.23, 

que produz um resultado verdadeiro, isto é, I9 é uma instância que deverá ser inserida 

no conjunto {𝑦0++}0$%1 . 

O algoritmo agora irá ordenar de forma ascendente as distâncias de x para as 

instâncias do conjunto {𝑦0++}0$%1  (linha 28), obtendo 

{𝑦0++}0$%1 =	{[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0), (1.0, 2.0)]}. 

A seguir o algoritmo reduz as instâncias do conjunto de instâncias mais similares, 

para armazenar apenas as k mais similares, logo, neste exemplo, buscamos k = 2 

(linha 29), logo 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}. 

É atualizado 𝑑* para a instância mais distante de x, a partir do conjunto das instancias 

mais similares, logo neste exemplo, 𝑑* = 2.0 (linha 30). 

O algoritmo retorna para a linha 10, onde, se verificará a necessidade de percorrer as 

instancias do grupo G3, caso, d(x, 𝑐&) −	𝑟&	for menor que 𝑑*, uma vez que,  

6.7 − 8.0 < 2.0, 
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logo, 

−1.3 < 2.0. 

Obtém-se resultado verdadeiro para a expressão, com isto, é necessário percorrer 

cada uma das instâncias do grupo G3, para este exemplo, a verificação pela 

Expressão (3.2) para as instâncias I4, I5 e I6 produzirão os mesmos resultados, ou 

seja,  

a𝑑E𝑥, 𝑐)∗F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a > 	𝑑*, 

então, 

5.7 > 	2.0. 

Sendo o resultado verdadeiro para a Expressão (3.2), aqui ocorre a segunda fonte de 

economia de cálculos de distância, apresentada no algoritmo, uma vez que, não é 

necessário computar cálculos de distância para as instâncias do grupo G3. 

Por fim, são executadas novamente as linhas 28, 29 e 30. 

A saída deste algoritmo será o conjunto das k instâncias mais similares a x,  

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}. 

3.4 – Algoritmo KMC-OTI-FS 

O algoritmo KMC-OTI-FS (Pan et al., 2020), foi desenvolvido a partir de adaptações do 

algoritmo kMkNN, propondo melhorias no processo de busca por meio de um processo 

de otimização baseado no uso da desigualdade triangular.  

A melhoria no processo de busca proposto tem como objetivo otimizar a estratégia de 

desigualdade triangular apresentada no kMkNN, de modo que o kMkNN não possuí 

eficiência em desprezar as instâncias mais distantes do centro de um grupo 𝐶)∗. Com isso, 

o KMC-OTI-FS, propõe uma estratégia que consiste em buscar uma desigualdade 

triangular que seja mais eficiente para a estratégia de busca. 

Segundo Pan e seus colegas sea𝑑E𝑥, 𝑐)∗F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a obtiver valor suficientemente 

pequeno, a expressão a𝑑E𝑥, 𝑐)∗F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a < 	𝑑* terá grande possibilidade de ser 

verdadeira. Desta forma, a estratégia de desigualdade triangular tem grande possibilidade 
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de desprezar as instâncias 𝑦),-, presentes nas áreas mais distantes do agrupamento, ou, 

áreas marginais, mesmo que não sejam as k instâncias mais próximas de x. 

De acordo com a desigualdade apresentada acima, pode-se entender que, se o termo 

a𝑑E𝑥, 𝑐)∗F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a obtiver um valor suficientemente grande, a expressão a𝑑E𝑥, 𝑐)∗F −

𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a > 	𝑑* terá grande possibilidade de ser verdadeira. Consequentemente, de 

acordo com Pan e seus colegas, se faz necessário selecionar um novo centro do grupo, a 

fim de, através da desigualdade triangular tornar o resultado do termo  a𝑑E𝑥, 𝑐)∗F −

𝑑(𝑦),- , 𝑐)∗)	a grande o suficiente. Para isto, o novo centro do grupo selecionado, 𝑐234, deve 

satisfazer duas condições: 

1. 𝑑(𝑦),- , 𝑐234), a distância da instância 𝑦),- do grupo até o centro, 𝑐234, deve ser 

conhecida antes da fase de busca. 

2. O centro do grupo selecionado, 𝑐234, deve garantir que a distância, 

a𝑑E𝑥, 𝑐234F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐234)	a é a maior entre os M grupos de {𝐶)})$%. . 

A proposta de otimização na busca das k instâncias mais próximas através do KMC-OTI-

FS, se dá através da escolha de um novo centro do grupo, esta estratégia de desigualdade 

triangular é definida pela Expressão (3.3). 

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	= 𝑎𝑟𝑔	𝑚𝑎𝑥0$%,",...|𝑑(𝑥, 𝑐0∗) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐0∗F|	       (3.3) 

A execução da expressão acima é conduzida durante a fase de busca do algoritmo KMC-

OTI-FS, sem computar nenhum cálculo de distância, uma vez que ambas as distâncias 

𝑑(𝑥, 𝑐0∗) e 𝑑E𝑦),- , 𝑐0∗F são conhecidas, devido 𝑑(𝑥, 𝑐0∗) ser obtida no primeiro passo de 

execução do algoritmo que será apresentado adiante, e 𝑑E𝑦),- , 𝑐0∗F é calculada e 

armazenada na fase de agrupamento (offline). 

Por fim, se a Expressão (3.4),  

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	> 𝑑*    (3.4) 

for verdadeira, pode-se deduzir que 𝑑(𝑥, 𝑦),-) 	> 	𝑑* é verdadeira de acordo com a 

Expressão (3.2), ou seja, podendo-se desprezas as instâncias 𝑦),-∗. 
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Figura 3.6: A figura apresenta a estratégia utilizada do algoritmo KMC-OTI-FS, a fim 
de, desprezar as instâncias mais distantes do centro de um grupo 𝐶)∗. (adaptado de Pan et 
al., 2020). 

Algoritmo KMC-OTI-FS 

Fase 1: fase de agrupamento (offline) 

Entrada: T: conjunto de instancias; N: número de instâncias em T; M: número  

de grupos a serem formados em T, onde 𝑀 =	√𝑁. 

Saída: {𝑪𝒋}𝒋$𝟏𝑴 .: M grupos de instâncias em T; {𝒄𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos centros dos 

grupos de instâncias em T; {𝒓𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos raios dos grupos de instâncias 

em T, onde o raio 𝑟! de um grupo 𝐶! é definido pela maior distância entre o 

centro do grupo 𝐶! e uma instância dentro do grupo 𝐶!; {{{𝒅(𝒚𝒋,𝒊, 𝒄𝒑	 )} 𝑴
𝒑$𝟏}𝒊$𝟏

𝑵𝒋 }𝒋$𝟏𝑴 : 

distância de cada instância y ao centro ótimo do grupo que a contém, estes 

centros são definidos por definidos por 𝒄𝒑	 . Aqui 𝑁! representa o número de 

instâncias do grupo 𝐶!.    

Procedimento: algoritmo de agrupamento k-Means (MacQueen, 1967).  

Fase 2: fase de busca propriamente (online) 

Entrada: x: instância à qual se busca, em T, instâncias mais próximas a ela; 

k: número de instâncias similares que se quer buscar. 

Usa: saídas da Fase 1 (offline). 

Saída: {𝑦-&&}-$%. : conjunto das k instâncias de T mais similares a x. 

{ 1 

  Computar as distâncias euclidianas {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' .  2 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' 	para obter {𝑑(𝑥, 𝑐!∗)}!$%' , onde 𝑑(𝑥, 𝑐%∗) < 𝑑(𝑥, 𝑐0∗) < ⋯ < 𝑑(𝑥, 𝑐'∗ ).  3 

  Para o grupo mais próximo a x, 𝐶%∗, computar as distâncias euclidianas  4 

  {𝑑(𝑥, 𝑦%,#)}#$%
&#∗ 	, isto é, as distâncias de x a cada instância y do Grupo 𝐶%∗. 5 
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  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦!,#)}#$!
%!∗ 	para localizar as k instâncias correntes mais similares a x;     6 

  Inserir essas instâncias em {𝑦-&&}-$%1 , n = k, e fazer 𝑑. = 𝑦.&&.    7 

  para j := 2 até M faça  8 

  { 9 

     se 𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑟&∗ < 𝑑$ então // Primeira fonte de economia de cálculos  10 

       // de distância (Expressão 3.1). Aqui 𝑟&∗ é o raio do grupo 𝐶&∗. Se 11 

       // este teste é falso, então não é necessário cálculos de  12 

       // distâncias entre x e as instâncias do Grupo 𝐶&∗.                  13 

     { 14 

        para i := 1 até 𝑁&∗ faça 15 

        { 16 

      |𝑑(𝑥, 𝑐*+,) 	− 	𝑑2𝑦&,) , 𝑐*+,4| 	= 𝑎𝑟𝑔	𝑚𝑎𝑥-.!,",..0|𝑑(𝑥, 𝑐-∗) 	− 	𝑑2𝑦&,) , 𝑐-∗4| 17 

           se |𝑑(𝑥, 𝑐*+,) 	− 	𝑑2𝑦&,) , 𝑐*+,4| 	> 	𝑑$ então  18 

             // Segunda fonte de economia de cálculos de distâncias  19 

             //(Expressão 3.4). Não é necessário o cálculo de 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 20 

           senão 21 

           { 22 

              Calcular a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 23 

              se 𝑑(𝑥, 𝑦&,))< 𝑑$ então 24 

                 Fazer n = n + 1 e inserir 𝑦&,) em {𝑦-&&}-$%1 .    25 

           }   26 

        }  27 

     }   28 

     Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦-&&)}-$%1 . 29 

      Reduzir {𝑦-&&}-$%1  para n = k instâncias mais próximas (mais similares).  30 

      Fazer 𝑑. = (𝑥, 𝑦.&&).         31 

  } 32 

  Retornar como saída {𝑦-&&}-$%. .  33 

} 34 
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Figura 3.7: Pseudocódigo algoritmo KMC-OTI-FS. 

 

Exemplo 3.2. Para este exemplo será considerado o mesmo conjunto de instâncias 

(T) apresentado na Seção 3.2 Figura 3.4. 

Será utilizado para este exemplo, também, a mesma instância x de entrada em relação 

a seção anterior, ou seja,  

x = (3.0, 3.0). 

Na fase de agrupamento do KMC-OTI-FS, considera-se que o k-Means induziu o 

mesmo agrupamento citados na Seção 3.2 Exemplo 3.1, e a quantidade de grupos 

sendo 𝑀 = 3. 

Neste exemplo será realizada a busca das k = 2 instâncias mais similares à instância 

de entrada. 

A fase de busca do algoritmo, inicia-se computando as distâncias de x para o centro 

de cada um dos grupos (linha 2) e deve-se ordenar as distâncias computadas de forma 

ascendente (linha 3), os resultados são apresentados na Tabela 3.2. 

Tabela 3.2: Distâncias computadas e ordenadas de x a cada centro de grupo. 

Distâncias para o centro do grupo G1 G2 G3 
x 1.0 3.16 6.7 

Assim como é realizado pelo kMkNN, o KMC-OTI-FS verifica o grupo mais 

próximo, a fim de, encontrar as instâncias mais similares à x, computando as 

distâncias de x para cada instância do grupo G1 (linhas 4 e 5) e as ordena de forma 

ascendente (linha 6), obtendo as distâncias, 

{𝑑(𝑥, 𝑦%,-)}-$%
+1∗ = {[2.0, 2.23, 2.82]}, 

respectivamente as instâncias, I2, I1 e I3. 

Deve-se inserir as instâncias no conjunto de instâncias mais similares, obtendo, 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (1.0, 2.0), (5.0, 1.0)]}, 

e atualizar 𝑑* = 2.23 (linha 7). 
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O algoritmo deverá percorrer os demais grupos, a fim de, encontrar outras instâncias 

similares, para isto, neste exemplo o próximo grupo a ser percorrido é o G2 (linha 

10). 

Desta forma, através da Expressão (3.1) é verificado se, 𝑑(𝑥, 𝑐") −	𝑟", é menor em 

relação à 𝑑*, ou seja,  

3.16 − 7.07 < 2.23 

logo, 

−3.91 < 2.23. 

Obtendo resultado verdadeiro pela Expressão (3.1), deve-se percorrer cada uma das 

instâncias do grupo G2, sendo I7 a primeira instância. 

Aqui ocorre a proposta empregada por Pan et al. (2020), objetivando acelerar a fase 

de busca do k-NN, onde, é utilizado a Expressão (3.3) com objetivo de desprezar as 

instâncias mais distantes do centro do grupo (linha 17), com isso, 

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	= 2.16. 

Com base no resultado obtido, o algoritmo verificará se o novo centro do grupo 

encontrado é maior em relação à 𝑑*, pela Expressão (3.4) (linha 18),  

2.16 > 2.23, 

Neste exemplo, a partir do resultado obtido, deverá ser computado o cálculo de 

distância para a instância I7, em caso de resultado positivo, aqui ocorre uma fonte de 

economia proposta por Pan et al. (2020). 

 É computado e verificado então, se a instância I7 deve ser inserida no conjunto 

{𝑦0++}0$%1  (linha 23 e 24), onde,  

3.6 < 2.23, 

a partir deste resultado, despreza-se a instância I7. 

A próxima instância do grupo G2 é a I8, pela Expressão (3.3), 

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	= 2.16. 

Para a instância I8, compreende-se que possuindo resultado semelhante, em relação 

a instância I7, deve ser desprezada, uma vez que, 𝑑(𝑥, I8) = 4.12	e	4.12 < 2.23 

(linhas 23 e 24). 
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Por fim, a última instância de G2 é a I9, temos pela Expressão (3.3), 

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	= 1.75, 

que, para este exemplo também será computado cálculo de distância e verificado se 

esta instância é candidata ao conjunto {𝑦0++}0$%1 . Pelas linhas 23 e 24 obtemos, 

𝑑(𝑥, I9) = 2.0	𝑒	2.0 < 2.23. 

Portanto, a instância I9 deve ser inserida no conjunto {𝑦0++}0$%1 . 

O algoritmo deverá ordenar, reduzir e atualizar o valor de 𝑑*, através das linhas 29, 

30 e 31.  Obtendo, {𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]} e 𝑑* = 2.0. 

O último grupo a ser verificado é o G3, através da Expressão (3.1) (linha 10), sendo,  

6.7 − 8.0 < 2.0 

logo, 

−1.3 < 2.0. 

 

Obtém-se resultado verdadeiro para a expressão, com isto, é necessário percorrer 

cada uma das instâncias do grupo G3, para este exemplo, assim como no exemplo 

anterior, os resultados para a Expressão (3.3) e a verificação pela Expressão (3.4) 

para as instâncias I4, I5 e I6 produzirão os mesmos resultados, ou seja,  

|𝑑(𝑥, 𝑐234) 	− 	𝑑E𝑦),- , 𝑐234F| 	= 5.7, 

e, 

5.7 > 	2.0. 

Resultado verdadeiro para a Expressão (3.4), aqui ocorre a segunda fonte de 

economia de cálculos de distância, uma vez que, não é necessário computar cálculos 

de distância para as instâncias do grupo G3. 

Portanto, o algoritmo deverá ordenar, reduzir e atualizar o valor de 𝑑*, através das 

linhas 29, 30 e 31.  Obtendo, {𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]} e 𝑑* = 2.23. 

Ao seu termino, o algoritmo retornará o conjunto das instâncias mais similares à x, 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}.
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3.4 – Algoritmo KMC-EOTI-FS 

O KMC-EOTI-FS, visa corrigir uma deficiência na complexidade computacional de 

espaço do algoritmo KMC-OTI-FS. 

Segundo Pan e seus colegas, a proposta do KMC-EOTI-FS é manter a preocupação entre 

desempenho de busca e a complexidade computacional de tempo e espaço, com base 

nesta proposta os autores propuseram um modelo no qual busca maior eficiência na 

desigualdade triangular, com o propósito de constituir um centro secundário 𝑐6234, que 

possa minimizar a complexidade computacional de tempo e espaço do algoritmo. 

A estratégia utilizada neste algoritmo consiste que para cada instância 𝑦),-, e são 

armazenados somente duas distâncias, 𝑑(𝑦),- , 𝑐)) e 𝑑E𝑦),- , 𝑐789F. Entre todos os grupos 

{𝑐)} .
)$%, 𝑐) é o centro do grupo mais próximo da instância 𝑦),-, e 𝑐789 é o centro de grupo 

mais distante da instância 𝑦),-. Com base nisso, a distância 𝑑(𝑦),- , 𝑐789) é definida pela 

Expressão (3.5). 

𝑑E𝑦),- , 𝑐789F 	= 𝑎𝑟𝑔	𝑚𝑎𝑥0$%,",...|𝑑E𝑦),- , 𝑐0∗F|         (3.5) 

Segundo Pan e seus colegas, a razão de usar 𝑑(𝑥, 𝑐789) é que |𝑑(𝑥, 𝑐789) −

𝑑E𝑦),- , 𝑐789F| pode ser máximo quando 𝑑(𝑥, 𝑐789) for máximo. Logo, 𝑐6234 é definido 

pela Expressão (3.6). 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 f |𝑑(𝑥,	𝑐𝑗)	−	𝑑(𝑦𝑗,𝑖,	𝑐𝑗)|,
|𝑑(𝑥,	𝑐𝑚𝑎𝑥)	−	𝑑(𝑦𝑗,𝑖,	𝑐𝑚𝑎𝑥)|

g     (3.6) 

A expressão (3.7) pode ser compreendida a partir das expressões (3.5) e (3.6). A 

expressão a seguir é demonstrado que |𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐6234)| será  sempre maior ou 

igual em relação à 𝑑E𝑥, 𝑐)F − 𝑑(𝑦),- , 𝑐))|. Pan e seus colegas afirmam que em uma 

comparação com o kMkNN, o KMC-EOTI-FS pode não só desprezar as instâncias menos 

relevantes, próximas do centro do grupo mais próximos, quanto desprezar as instâncias 

menos relevantes mais distantes do centro dos grupos mais próximos. 

a𝑑E𝑥, 𝑐234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐234Fa ≥ a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa ≥ a𝑑E𝑥, 𝑐)F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐)Fa		 

(3.7) 

 

Por fim, com base no KMC-EOTI-FS conclui-se que se a Expressão (3.8) for verdadeira, 

pode-se desprezar as instâncias 𝑦),-. 

																																					a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa 	> 	𝑑* 	         (3.8) 
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Algoritmo KMC-EOTI-FS 

Fase 1: fase de agrupamento (offline) 

Entrada: T: conjunto de instancias; N: número de instâncias em T; M: número 

de grupos a serem formados em T, onde 𝑀 =	√𝑁. 

Saída: {𝑪𝒋}𝒋$𝟏𝑴 .: M grupos de instâncias em T; {𝒄𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos centros dos 

grupos de instâncias em T; {𝒓𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos raios dos grupos de instâncias 

em T, onde o raio 𝑟! de um grupo 𝐶! é definido pela maior distância entre o 

centro do grupo 𝐶! e uma instância dentro do grupo 𝐶!; 

{{𝒅(𝒚𝒋,𝒊, 𝒄𝒋	 ), 𝒅(𝒚𝒋,𝒊, 𝒄𝒎𝒂𝒙)}𝒊$𝟏
𝑵𝒋 }𝒋$𝟏𝑴 :distância de cada instância y ao centro do grupo que 

a contém, estes centros são definidos por definidos por 𝒄𝒋	 e a distância de 

cada instância y para o agrupamento mais distante. Aqui 𝑁! representa o número 

de instâncias do grupo 𝐶!.    

Procedimento: algoritmo de agrupamento k-Means (MacQueen, 1967).  

Fase 2: fase de busca propriamente (online) 

Entrada: x: instância à qual se busca, em T, instâncias mais próximas a ela; 

k: número de instâncias similares que se quer buscar. 

Usa: saídas da Fase 1 (offline). 

Saída: {𝑦-&&}-$%. : conjunto das k instâncias de T mais similares a x. 

{ 1 

  Computar as distâncias euclidianas {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' .  2 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' 	para obter {𝑑(𝑥, 𝑐!∗)}!$%' , onde 𝑑(𝑥, 𝑐%∗) < 𝑑(𝑥, 𝑐0∗) < ⋯ < 𝑑(𝑥, 𝑐'∗ ).  3 

  Para o grupo mais próximo a x, 𝐶%∗, computar as distâncias euclidianas  4 

  {𝑑(𝑥, 𝑦%,#)}#$%
&#∗ 	, isto é, as distâncias de x a cada instância y do Grupo 𝐶%∗. 5 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦!,#)}#$!
%!∗ 	para localizar as k instâncias correntes mais similares a x;     6 

  Inserir essas instâncias em {𝑦-&&}-$%1 , n = k, e fazer 𝑑. = 𝑦.&&.    7 

  para j := 2 até M faça  8 

  { 9 

     se 𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑟&∗ < 𝑑$ então // Primeira fonte de economia de cálculos  10 

       // de distância (Expressão 3.1). Aqui 𝑟&∗ é o raio do grupo 𝐶&∗. Se 11 

       // este teste é falso, então não é necessário cálculos de  12 

       // distâncias entre x e as instâncias do Grupo 𝐶&∗.                  13 

     { 14 

        para i := 1 até 𝑁&∗ faça 15 
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        { 16 

      |𝑑(𝑥, 𝑐;*+,) 	− 	𝑑2𝑦&,) , 𝑐;*+,4| 	= 𝑚𝑎𝑥 > |<(=,	>')	?	<(@',(,	>')|,
|<(=,	>)*+)	?	<(@',(,	>)*+)|

? 17 

           se |𝑑(𝑥, 𝑐;*+,) 	− 	𝑑2𝑦&,) , 𝑐;*+,4| 	> 	𝑑$ então  18 

             // Segunda fonte de economia de cálculos de distâncias  19 

             //(Expressão 3.8). Não é necessário o cálculo de 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 20 

           senão 21 

           { 22 

              Calcular a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 23 

              se 𝑑(𝑥, 𝑦&,))< 𝑑$ então 24 

                 Fazer n = n + 1 e inserir 𝑦&,) em {𝑦-&&}-$%1 .    25 

           }   26 

        }  27 

     }   28 

     Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦-&&)}-$%1 . 29 

      Reduzir {𝑦-&&}-$%1  para n = k instâncias mais próximas (mais similares).  30 

      Fazer 𝑑. = (𝑥, 𝑦.&&).         31 

  } 32 

  Retornar como saída {𝑦-&&}-$%. .  33 

} 34 

Figura 3.8: Pseudocódigo do algoritmo KMC-EOTI-FS. 

Exemplo 3.3. Mantendo a conformidade dos exemplos anteriores, será utilizado o 

mesmo conjunto de instâncias apresentado na Seção 3.2 Figura 3.4. 

Considera-se a instância de entrada para busca, sendo, 

x = (3.0, 3.0). 

Na fase de agrupamento do KMC-EOTI-FS, faz o uso do algoritmo k-Means, o qual 

induziu um agrupamento com os mesmos M = 3 grupos mostrados na Seção 3.2 

Exemplo 3.1. 

Neste exemplo será realizada a busca das k = 2 instâncias mais similares à instância 

de entrada x. 
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A fase de busca do algoritmo, inicia-se computando as distâncias de x para o centro 

de cada um dos grupos (linha 2) e deve-se ordenar as distâncias computadas de forma 

ascendente (linha 3), os resultados para esta execução são os mesmos em relação aos 

apresentados na Seção 3.2 Tabela 3.1. 

A linhas iniciais do KMC-EOTI-FS são semelhantes aos demais algoritmos 

apresentados, logo, através das linhas 4, 5 e 6, obtém-se as distâncias das instâncias 

que tendem a as mais similares à instância x, portanto, deve-se inserir as instâncias 

no conjunto de instâncias mais similares (linha 7), 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (1.0, 2.0), (5.0, 1.0)]}, 

e atualizar 𝑑* = 2.23. 

O próximo grupo que deve ser percorrido é o grupo G2, a fim de, verificar se existem 

outras instâncias mais similares à instância x (linha 10). 

Desta forma, através da Expressão (3.1) é verificado, 𝑑(𝑥, 𝑐") −	𝑟", é menor em 

relação à 𝑑*, ou seja,  

3.16 − 7.07 < 2.23,  

logo,  

−3.91 < 2.23. 

Obtendo resultado verdadeiro pela Expressão (3.1), deve-se percorrer cada uma das 

instâncias do grupo G2, sendo I7 a primeira instância. 

Aqui ocorre a proposta empregada para o KMC-EOTI-FS, por Pan et al. (2020), 

objetivando acelerar a fase de busca do k-NN, onde, é utilizado a Expressão (3.6) 

com objetivo de desprezar as instâncias mais distantes do centro do grupo (linha 17), 

com isso, primeiramente sabe-se que para a instância I7, 𝑑E𝑦),- , 𝑐789F 	=

𝑎𝑟𝑔	𝑚𝑎𝑥0$%,",...|𝑑E𝑦),- , 𝑐0∗F| é definido pelas Expressões (3.5) e (3.6), sendo,  

𝑑E𝑦",%, 𝑐789F =	8.0, 

logo, 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 h|&.%;	<	%.=|,|;.>	<	?.=| i, 

portanto, 
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a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa = 	2.16. 

 

Com isso, pela Expressão (3.8) a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa é menor em relação a 

𝑑*, deve ser computado cálculo de distância de x para I7, e, verificar se I7 pode ser 

inserido no conjunto {𝑦0++}0$%1  (linhas 23 e 24), computando 𝑑(𝑥, I7) = 3.6, logo, 

3.16 > 2.23. Despreza-se a instância I7. 

A próxima instância a se verificar é a instância I8, sendo que pelas Expressões (3.5) 

e (3.6), obtém-se,  

𝑑E𝑦",", 𝑐789F =	7.07, 

logo, 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 h|&.%;	<	%.=|,|;.>	<	>.=>|i, 

portanto, 

a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa = 	2.16. 

Pela Expressão (3.8), 2.16 < 2.23, ou seja, assim como a instância I7, deverá ser 

computado cálculo de distância de x para I8, e, verificar se a instância I8 deve ou não 

ser desprezada. 

Computando 𝑑(𝑥, I8) = 4.12, logo, 4.12 > 2.23, deve-se desprezar a instância I8. 

Para a última instância do grupo G2, pelas Expressões (3.5) e (3.6), temos,  

𝑑E𝑦",&, 𝑐789F =	6.08, 

logo, 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 h|&.%;	<	%.(%|,|;.>	<	;.=?| i, 

portanto, 

a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa = 	1.41. 

Pela Expressão (3.8), 1.41 < 2.23, com isso, deve-se computar cálculo de distância 

para I9 (linha 23) e verificar sua inclusão no conjunto {𝑦0++}0$%1 . 

Para I9, computando 𝑑(𝑥, I9) = 2.0, logo, 2.0 < 2.23, portanto, deve-se incluir I9 no 

conjunto {𝑦0++}0$%1 , logo, {𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (1.0, 2.0), (5.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}. 
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O algoritmo ordenará e reduzirá o conjunto das instâncias mais próximas para obter 

as k instâncias mais similares à instância x (linhas 29 e 30), obtendo, 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}, 

e redefinir o valor para 𝑑* = 2.0 (linha 31). 

O último grupo a se verificar pela Expressão (3.1) é o G3 (linha 10), considerando,  

6.7 − 8.0 < 2.0, 

então,  

−1.3 < 2.0. 

A expressão sendo verdadeira, deve-se percorrer cada uma das instâncias de G3, 

sendo I4 a primeira instância. 

Pelas Expressões (3.5) e (3.6), 

𝑑E𝑦&,%, 𝑐789F = 7.07, 

logo, 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 h |;.>	<	%.=|,|;.>	<	>.=>|i, 

portanto, 

a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa = 	5.7. 

Com o resultado da Expressão (3.6), verifica-se pela Expressão (3.8),  

5.7 > 2.0, 

logo, obtendo resultado verdadeiro, deve-se computar cálculo de distância para a 

instância I4, e, verificando a distância de x para a instância I4, onde, 6.32 > 2.0 

(linhas 23 e 24). Despreza-se a instância I4. 

Para a instância I5, pelas Expressões (3.5) e (3.6), temos, 

𝑑E𝑦&,", 𝑐789F = 6.4, 

logo, 

|𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234F| 	= 	𝑚𝑎𝑥 h|;.>	<	%.=|,|;.>	<	;.(|i, 

portanto, 
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a𝑑E𝑥, 𝑐6234F − 𝑑E𝑦),- , 𝑐6234Fa = 	5.7. 

Com o resultado da Expressão (3.6), verifica-se pela Expressão (3.8), o	resultado	

produzido	 é	 igual	 em	 relação	 a	 instância	 I4,	 logo,	 considerando	 o	 cálculo	 de	

distância	de	x	para	I5,	onde,	5.85 > 2.0	(linhas	23	e	24).	Despreza-se	a	instância	

I5.	

A última instância deste grupo, I6, uma vez que pelas	Expressões	(3.5)	e	(3.6),	

produzirá	 o	 mesmo	 resultado	 das	 instâncias	 I4	 e	 I5,	 computa-se	 cálculo	 de	

distância	de	x	para	I6,	onde,	7.21 > 2.0	(linhas	23	e	24).	Despreza-se,	também,	

a	instância	I6.	

Por fim, o algoritmo deverá ordenar, reduzir e atualizar o valor de 𝑑*, através das 

linhas 29, 30 e 31.  Obtendo, {𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]} e 𝑑* = 2.0. 

Ao seu termino, o algoritmo retornará o conjunto das instâncias mais similares à x, 

{𝑦0++}0$%1 = {[(3.0, 1.0), (3.0, 5.0)]}.
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Capítulo 4  
Algoritmo kM++kNN 

Este capítulo descreve o algoritmo proposto, denominado kM++kNN. A Seção 4.1 

discute a principal ideia que inspirou o desenvolvimento do algoritmo. A Seção 4.2 

apresenta o algoritmo kM++kNN dando foco para as diferenças entre ele e o algoritmo 

kMkNN. 
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4.1 – Ideia para um Novo Algoritmo 

O kMkNN (Xueyi, 2012) vem sendo citado como um algoritmo rápido para buscar k 

instancias mais similares a uma instância x em um conjunto de instâncias T (Pan et al., 

2020). Em sua fase de pré-processamento o algoritmo induz um agrupamento (conjunto 

de grupos) no conjunto de instâncias dado como entrada. Na fase de busca o kMkNN usa 

o conceito de desigualdade triangular como estratégia de estratégia de exclusão no sentido 

de limitar o número de grupos ou o número de instâncias dentro de grupos em que as 

instâncias devem ser buscadas, em vez de considerar todo o espaço compreendido pelo 

conjunto de instâncias. 

O kMkNN emprega o algoritmo k-Means (MacQueen, 1967) para formar o agrupamento 

da fase de pré-processamento. O agrupamento formado pelo k-Means depende de um 

processo de escolha aleatória dos centroides iniciais dos grupos que formarão o 

agrupamento final. Isto pode produzir situações nem sempre desejáveis como, por 

exemplo, escolher para centroides instâncias com valores extremos ou instâncias muito 

próximas (similares) uma das outras. O agrupamento formado afeta a fase de busca na 

medida em que grupos muito próximos uns dos outros tendem a não serem excluídos 

pelas estratégias de economia de cálculos de distância empregadas, quando da busca de 

uma instância x dentro destes grupos.  

O algoritmo k-Means++ (Arthur & Vassilvitskii, 2007), funciona de forma similar ao k-

Means, mas utiliza uma estratégia de escolha de centroides iniciais que tende a eleger 

instâncias mais distantes unas das outras e, por fim, tende a induzir agrupamentos 

contendo grupos mais distantes uns dos outros. É possível que isto otimize o uso das 

estratégias de economia de cálculos de distâncias na fase de busca.  

A principal ideia do algoritmo proposto é utilizar o algoritmo k-Means++ para formar 

um agrupamento na fase de pré-processamento. O novo algoritmo se diferencia do 

algoritmo kMkNN em mais alguns detalhes, conforme está escrito na próxima seção. 

4.2 – O algoritmo kM++kNN 

A principal diferença entre o algoritmo que está sendo proposto e o algoritmo kMkNN é 

o emprego do algoritmo k-Means++ na fase de pré-processamento. O nome dado a este 

algoritmo, kM++kNN foi composto para lembrar deste importante fato. O nome é uma 
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junção de “kM++”, uma contração do termo “k-Means++”, com “k-NN”, uma referência 

ao algoritmo k-NN.    

O pseudocódigo do algoritmo kM++kNN está apresentado na Figura 4.1. O 

funcionamento do algoritmo kM++kNN é muito parecido com o do kMkNN, de modo 

que muito do que foi explicado no Capítulo 3 sobre o funcionamento do algoritmo 

kMkNN aplica-se também ao algoritmo kM++kNN. No entanto, o algoritmo kM++kNN 

se diferencia do algoritmo kMkNN nos seguintes aspectos: 

• Fase de pré-processamento:  

o Emprega, como já foi mencionado, o algoritmo de agrupamento k-

Means++ para formar o agrupamento.  

• Fase de busca propriamente: 

o Emprega como a expressão 𝑑(𝑥, 𝑦),-)≤ 𝑑*, para economia de cálculos de 

distância em vez da expressão 𝑑(𝑥, 𝑦),-)< 𝑑* usada no algoritmo kMkNN 

(Linha 23, Figura 4.1). 

o Não prescindir, para seu correto funcionamento, que o algoritmo de 

agrupamento induza k ou mais instâncias para o grupo mais próximo à 

instância que se quer buscar as k instâncias mais próximas. O algoritmo 

kMkNN necessita, para seu correto funcionamento, que o grupo mais 

próximo contenha, pelo menos, k instâncias (Linhas 4 a 7, Figura 4.1). 

Algoritmo kM++kNN 

Fase 1: fase de pré-processamento (offline) 

Entrada: T: conjunto de instancias; N: número de instâncias em T; M: número 

de grupos a serem formados em T, onde 𝑀 =	√𝑁. 

Saída: {𝑪𝒋}𝒋$𝟏𝑴 .: M grupos de instâncias em T; {𝒄𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos centros dos 

grupos de instâncias em T; {𝒓𝒋}𝒋$𝟏𝑴 : M respectivos raios dos grupos de 

instâncias em T, onde o raio 𝑟! de um grupo 𝐶! é definido pela maior distância 

entre o centro do grupo 𝐶! e uma instância dentro do grupo 𝐶!; 

{{𝒅(𝒚𝒋,𝒊, 𝒄𝒋)}𝒊$𝟏
𝑵𝒋 }𝒋$𝟏𝑴 :distância de cada instância y ao centro do grupo que a contém. 

Aqui 𝑁! representa o número de instâncias do grupo 𝐶!.    

Procedimento: algoritmo de agrupamento k-Means++ (Arthur & Vassilvitskii, 

2007).  

Fase 2: fase de busca propriamente (online) 
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Entrada: x: instância à qual se busca, em T, instâncias mais próximas a ela; 

k: número de instâncias similares que se quer buscar. 

Usa: saídas da Fase 1 (offline). 

Saída: {𝑦-&&}-$%. : conjunto das k instâncias de T mais similares a x. 

{ 1 

  Computar as distâncias euclidianas {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' .  2 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑐!)}!$%' 	para obter {𝑑(𝑥, 𝑐!∗)}!$%' , onde 𝑑(𝑥, 𝑐%∗) < 𝑑(𝑥, 𝑐0∗) < ⋯ < 𝑑(𝑥, 𝑐'∗ ).  3 

  Para o grupo mais próximo a x, 𝐶%∗, computar as distâncias euclidianas  4 

  {𝑑(𝑥, 𝑦%,#)}#$%
&#∗ 	, isto é, as distâncias de x a cada instância y do Grupo 𝐶%∗. 5 

  Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦%,#)}#$%
&#∗ 	para achar u ≤ k instâncias correntes mais similares a x;     6 

  Inserir essas instâncias em {𝑦-&&}-$%1 , n = u, e fazer 𝑑. = 𝑦7&&.    7 

  para j := 2 até M faça  8 

  { 9 

     se 𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑟&∗ < 𝑑$ então // Primeira fonte de economia de cálculos  10 

       // de distância (Expressão 3.1). Aqui 𝑟&∗ é o raio do grupo 𝐶&∗. Se 11 

       // este teste é falso, então não é necessário cálculos de  12 

       // distâncias entre x e as instâncias do Grupo 𝐶&∗.                  13 

     { 14 

        para i := 1 até 𝑁&∗ faça 15 

        { 16 

           se 8𝑑2𝑥, 𝑐&∗4 − 𝑑(𝑦&,) , 𝑐&∗)	8 > 	𝑑$ então  17 

             // Segunda fonte de economia de cálculos de distâncias  18 

             //(Expressão 3.2). Não é necessário o cálculo de 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 19 

           senão 20 

           { 21 

              Calcular a distância euclidiana 𝑑(𝑥, 𝑦&,)). 22 

              se 𝑑(𝑥, 𝑦&,))≤ 𝑑𝑘 então 23 

                 Fazer n = n + 1 e inserir 𝑦&,) em {𝑦-&&}-$%1 .    24 

           }   25 

        }  26 
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     }   27 

     Ordenar {𝑑(𝑥, 𝑦-&&)}-$%1 . 28 

      Reduzir {𝑦-&&}-$%1  para n = k instâncias mais próximas (mais similares).  29 

      Fazer 𝑑. = (𝑥, 𝑦.&&).         30 

  } 31 

  Retornar como saída {𝑦-&&}-$%. .  32 

}33 

Figura 4.1: Pseudocódigo do algoritmo kM++kNN
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Capítulo 5  
Metodologia da Pesquisa 

Este capítulo descreve a metodologia de pesquisa adotada nesta dissertação. A Seção 5.1 

apresenta a metodologia adotada para a condução da pesquisa e desenvolvimento dos 

experimentos que foram realizados. A Seção 5.2 aborda o ambiente de experimentação, 

apresentando dados sobre o hardware utilizado, bem como dados sobre o IDE 

(Integrated Development Environment) de desenvolvimento, linguagem de programação 

e bibliotecas utilizadas. A Seção 5.3, descreve os conjuntos de instâncias utilizados nos 

experimentos, apresentando suas características e também os algoritmos utilizados para 

a experimentação. A Seção 5.4 apresenta a estratégia de validação cruzada utilizada na 

implementação dos experimentos. A Seção 5.5 faz referência aos índices de desempenho 

utilizados na análise dos experimentos, a fim de comparar resultados entre os algoritmos. 

Por fim, a Seção 5.6 apresenta detalhadamente o método utilizado na realização dos 

experimentos. 
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5.1 – Metodologia de Condução da Pesquisa e de Execução dos Experimentos 

A metodologia utilizada nesta pesquisa envolve as seguintes etapas: 

(1) Pesquisa (Levantamento) bibliográfica de algoritmos que objetivam acelerar o 

processo de busca exata do algoritmo k-NN. A pesquisa concentrou-se em 

algoritmos da classe ENN, subcategoria baseada em grupos e que utilizam o 

conceito de desigualdade triangular (vide Capítulo 1). A pesquisa resultou nos três 

algoritmos descritos no Capítulo 3. 

(2) Estudo e entendimento dos algoritmos identificados na literatura. O resultado do 

estudo está relatado no Capítulo 3. 

(3) Proposta de um novo algoritmo como contribuição original deste trabalho aos 

esforços de redução do tempo de busca do algoritmo k-NN. O algoritmo proposto 

foi descrito no Capítulo 4. 

(4) Estudo e a proposta de um ambiente para experimentação (hardware, sistema 

operacional, linguagem, IDE, compilador/interpretador). 

(5) Implementação dos algoritmos que são abordados neste estudo. 

(6) Seleção dos conjuntos de instâncias a serem utilizados em experimentos com os 

algoritmos estudados. 

(7) Proposta de uma metodologia para experimentação, tendo em vista a comparação 

entre os algoritmos estudados, no que se refere à redução de cálculos de distância 

e de tempo de execução.   

(8) Discussão dos resultados dos experimentos e a inferência de conclusões. 

A Figura 5.1 ilustra as etapas que integram esta metodologia de pesquisa. 
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Figura 5.1: Etapas da metodologia de pesquisa. 

As etapas 1, 2 e 3 foram abordadas anteriormente e estão relatadas nos capítulos 2, 3 e 4 

respectivamente. As etapas 4, 6 e 7 serão tratadas neste capítulo. A Seção 5.2 descreve o 

ambiente de software proposto e a Seção 5.3 os conjuntos de instâncias selecionados para 

os experimentos desta pesquisa (etapas 4 e 6). A Etapa 7 da metodologia está detalhada 

na Seção 5.4. A Etapa 8 está descrita no Capítulo 6. 

5.2 – Ambiente para Experimentação 

Para a implementação dos algoritmos foi utilizada a linguagem Python, fazendo uso da 

IDE de programação PyCharm (JetBrains, 2022). A escolha desta IDE para 

implementação dos algoritmos, tem por motivo ser uma IDE desenvolvida genuinamente 

para linguagem Python e por possuir características que auxiliam o processo de depuração 

do algoritmo, como por exemplo: pontos de parada (Break Points) e painéis que permitem 

análise em tempo de execução. A IDE PyCharm (JetBrains, 2022) também possui fácil 

integração com o gerenciador de bibliotecas da linguagem Python, o que auxilia no 

processo de desenvolvimento de modo que a própria IDE faz sugestões de importação de 

bibliotecas. As bibliotecas utilizadas nas implementações dos algoritmos são numpy 

(NumPy, 2022), math (Python, 2022), scikit-learn (Scikit Learn, 2022), csv (Python, 

2022), pandas (NumFocus, 2022) e datetime (Python, 2022). Os algoritmos são 

executados na IDE PyCharm (JetBrains, 2022) apenas na fase de implementação e 
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depuração. Na fase de experimentação os algoritmos são executados via Python Shell 

(Python, 2022) a fim de garantir que processos que executam na IDE PyCharm (JetBrains, 

2021) não interfiram na apuração dos resultados, especialmente na medida dos tempos de 

processamento. O hardware utilizado conta com uma CPU i5-580, operando a 2.5 GHz, 

memória DDR3 de 8 GB executando o sistema operacional Windows 10 Pro. 

5.3 – Conjuntos de Instâncias Selecionados para os Experimentos 

Nos experimentos foram utilizados 8 conjuntos de instâncias de diferentes tamanhos e 

dimensões (Tabela 5.1). Tais conjuntos de instâncias foram escolhidos para facilitar a 

comparação com os experimentos relatados em Pan et al. (2020) que fazem uso destes 

mesmos conjuntos de instâncias.  

Todos os conjuntos de instâncias foram obtidos do repositório UCI (Dua & Graff, 2021). 

A Tabela 5.1 lista os conjuntos de instâncias utilizados, informando os seus nomes, 

número de instâncias, número de atributos e uma breve descrição do domínio a que 

pertencem. 

Tabela 5.1: Conjuntos de Instâncias selecionados para execução dos experimentos, 
extraídos do repositório da UCI (Dua & Graff, 2021). 

Nome Número de 
Instâncias 

Número de 
Atributos Domínio 

Arcene 900 10000 Tipos de Câncer 

Multiplefeatures 2000 649 Números Manuscritos 

GasSensors 13910 128 Sensores Químicos 

Spambase 4601 57 E-mails 

Waveform 5000 40 Física 

DUWWTP 527 38 Sensores de Água 

Shuttle 58000 9 Transportadoras 

Slide 53500 384 Imagens de 
Tomografia 

 

A Tabela 5.2 apresenta os algoritmos utilizados nos experimentos, estes algoritmos foram 

apresentados no Capítulo 3 e no Capítulo 4. 
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Tabela 5.2: Relação dos algoritmos utilizados nos experimentos e os capítulos onde 

foram descritos. 

Algoritmo Capítulo 

k-NN 3 

kMkNN 3 

KMC-OTI-FS 3 

KMC-EOTI-FS 3 

kM++kNN 4 

5.4 – Estratégia de Validação Cruzada 

O processo de experimentação utiliza a estratégia de validação cruzada. Especificamente 

a estratégia utilizada é conhecida como s-fold (Bishop, 2011) e será realizada com 10 

dobras. O método de validação cruzada s-fold não foi usado para validação propriamente, 

como é caso de muitos trabalhos em aprendizado supervisionado. O método foi escolhido 

pois é empregado em trabalhos correlatos a este, e também por que permite gerar um 

número maior de testes do seria possível apenas com, por exemplo, uma busca sobre a 

número de instâncias dos conjuntos de instâncias utilizados. 

Nestas condições, sendo N o número de instâncias de um conjunto de instâncias, cada 

dobra contém N/10 instâncias de teste e 𝑁@ = 𝑁 − 𝑁/10 instâncias de treinamento. 

Assim, o número de buscas em cada experimento é dado por N/10 instâncias de teste 

vezes 10 dobras, ou seja, é igual a Q = N buscas. Para um algoritmo que realiza busca 

exaustiva de cada instância de teste nas instâncias de treinamento, como é o caso do 

algoritmo k-NN, o número de cálculos de distância (denotado por ck-NN) a ser realizado é 

igual a 

𝑐*<AA 	= 𝑄	𝑁@ = 𝑁(𝑁	– 	𝑁/10) = 𝑁" − 𝑁"/10.              (5.1) 

Por exemplo, considerando o conjunto de instâncias Arcene, que possui N = 900 

instâncias, cada experimento com este conjunto realiza Q = 900 buscas em conjuntos de 

treinamento de 𝑁@ = 900 − 900/10	 =  810 instâncias e o número de cálculos de 

distância, realizado por um algoritmo que faz buscas exaustivas como o k-NN, é igual a 

𝑐*<AA = 900" − 900"/10 = 7.29 x 105 cálculos de distâncias. 
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A codificação utiliza um algoritmo da biblioteca scikit-learn (Scikit Learn, 2022) fazendo 

implementando a estratégia s-fold.  
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5.5 – Índices de Desempenho 

A comparação entre algoritmos é realizada via índices de desempenho definidos em 

relação ao desempenho do algoritmo k-NN. Dois índices são definidos, um deles para 

indicar o desempenho de um algoritmo relativo a cálculos de distância e o outro em 

relação à redução do tempo de computação. Estes índices são os seguintes: 

• RRDC (Pan et al., 2020), taxa de redução de cálculos de distância, dada em termos 

percentuais por RRDC = 100 (1 – c/ck-NN), onde c é o número de cálculos de 

distância realizados por um algoritmo em um experimento com um conjunto de 

instâncias e ck-NN , dado pela Equação 5.1, é o número de cálculos de distância 

realizado pelo algoritmo k-NN em um experimento com o mesmo conjunto de 

instâncias. 

• RRST (Pan et al., 2020), taxa de redução do tempo de busca, dada em termos 

percentuais por RRST = 100 (1 – t/ tk-NN), onde t é o tempo gasto por um algoritmo 

no experimento com um conjunto de instâncias e tk-NN é o tempo gasto pelo 

algoritmo k-NN em um experimento com mesmo conjunto de instâncias. 

Por exemplo, consideremos experimentos o conjunto de instâncias Arcene, que possui N 

= 900 instâncias, e os seguintes dados experimentais envolvendo um Algoritmo A e o 

Algoritmo k-NN: 

• Algoritmo A: c = 2.92 x 105 cálculos de distância computados em t = 97 segundos. 

• Algoritmo k-NN:  𝑐*<AA = 900" − 900"/10 = 7.29 x 105 cálculos de distâncias 

computados em t = 250 segundos. 

Neste cenário experimental o índice RRDC = 100 (1 – 2.92 x 105 / 7.29 x 105) = 60 %, 

indica que o Algoritmo A reduziu em sessenta porcento o número de cálculos de distância 

em relação ao algoritmo k-NN. Já o índice RRST = 100 (1 – 97 / 250) = 61 %, indica que 

o Algoritmo A reduziu em sessenta e um porcento o tempo de computação em relação ao 

algoritmo k-NN. 

5.6 – Método de Experimentação 

Na experimentação realizou-se seguintes etapas: 

(1) Obtenção dos conjuntos de instâncias no repositório UCI (Dua & Graff, 2021). 
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Os conjuntos de instâncias utilizados são de uso livre. 

(2) Execução do algoritmo k-NN via interpretador Python Shell e obtenção do 

número de cálculos de distância e do tempo de computação em cada experimento 

envolvendo cada um dos conjuntos de instâncias. Para cada conjunto de instância 

serão realizados quatro experimentos, cada um deles para o valor de k igual a 10, 

50, 100 e 200, em que k é o número de instâncias mais similares a uma instância 

x fornecida como entrada, a serem computadas.  

(3) Execução dos algoritmos kMkNN, KCM-OTI-FS, KMC-EOTI-FS e kM++kNN 

através do Python Shell e obtenção do número de cálculos de distância e do tempo 

de computação em cada experimento envolvendo cada um dos conjuntos de 

instâncias. Para cada conjunto de instância serão realizados quatro experimentos, 

cada um deles para o valor de k igual a 10, 50, 100 e 200, em que k é o número de 

mais similares a serem computadas. 

(4) Cálculo do índice RRDC para cada um dos algoritmos kMkNN, KCM-OTI-FS, 

KMC-EOTI-FS e kM++kNN. 

(5) Cálculo do índice RRST para cada um dos algoritmos kMkNN, KCM-OTI-FS, 

KMC-EOTI-FS e kM++kNN. 

(6) Tabulação dos resultados obtidos nas etapas (2), (3), (4) e (5). 

Na tabulação dos resultados utiliza-se aplicação de planilha eletrônica, com o 

intuito de apresentar lado a lado os resultados obtidos. 

(7) Comparação dos índices RRDC e RRST entre algoritmos, a fim de verificar as 

taxas de redução em relação ao algoritmo k-NN. 

A Figura 5.2 ilustra os passos deste método de experimentação em forma de 

fluxograma, e como pode ser reproduzido. 
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Figura 5.2: Fluxograma do método de experimentação para implementação, execução e 
obtenção de resultados dos algoritmos. 

Na execução dos experimentos, após a realização da Etapa 1, há uma repetição das Etapas 

2, 3 e 4, é importante ressaltar de que, para cada um dos conjuntos de instâncias obtidos, 

estas instâncias serão embaralhadas antes de serem fornecidas como entrada dos 

algoritmos para suas execuções.  
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Capítulo 6  
Resultados e Discussão 

Este capítulo apresenta os resultados dos experimentos realizados de acordo com o 

método de experimentação detalhado no Capítulo 5. A Seção 6.1 apresenta os resultados 

dos experimentos realizados e a Seção 6.2 discute estes resultados.  
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6.1 – Resultados 

Os resultados apresentados nesta seção foram obtidos empregando o método de 

experimentação detalhado no Capítulo 5. A Tabela 6.1 sintetiza os resultados, utilizando 

os seguintes símbolos e siglas: T – Conjunto de instâncias;  N − número de instâncias de 

T; D − número de dimensões das instâncias de T; k − número de instâncias mais similares 

buscadas; ck-NN − número de cálculos de distâncias; tk-NN − tempo de execução; RRDC − 

taxa de redução de cálculos de distância; RRST − taxa de redução de tempo de busca. O 

tempo de execução do algoritmo k-NN está estabelecido em segundos e os índices RRDC 

e RRST estão descritos em termos percentuais. 

Os melhores índices RRDC e RRST, na comparação geral entre todos os algoritmos 

experimentados, estão destacados em negrito. Especificamente, na comparação particular 

entre os algoritmos kM++kNN e kMkNN, os melhores índices RRDC e RRST estão 

destacados entre parênteses. 

Tabela 6.1: Resultados dos Experimentos. 

T: 
N, D k 

k-NN: 
ck-NN |  

tk-NN (s)  

kMkNN: 
RRDC (%) | 
RRST (%) 

KMC-OTI-FS: 
RRDC (%) | 
RRST (%) 

KMC-EOTI-
FS: RRDC (%) 

| RRST (%) 

kM++kNN: 
RRDC (%) | 
RRST (%) 

Arcene: 
900, 10000 

10 
7.29 x 105  

| 
3773 

64 | 59 70 | 62 58 | 65 (75) | (61) 
50 61 | 60 71 | 56 59 | 61 (74)  | (61) 

100 60 | 58 58 | 52 55 | 56 (71) | (60) 
200 59 | 56 48 | 41 44 | 45 (71) | (58) 

DUWWTP: 
527, 38 

10 
2.50 x 105   

| 
237 

86 | 76 89 | 74 89 | 85 (90) | (78) 
50 71 | 56 77 | 56 73 | 59 (78) | (61) 

100 58 | 40 66 | 43 64 | 48 (72) | (65) 
200 42 | 24 46 | 24 45 | 28 (72) | (59) 

GasSensors: 
13910, 128 

10 
 1.74 x 108  

| 
923 

93 | 92 99 | 92 99 | 94 (97) | (93) 
50 94 | 88 99 | 88 98 | 91 (96) | (93) 

100 90 | 86 98 | 89 97 | 91 (95) | (91) 
200 90 | 78 94 | 80 91 | 84 (94) | (83) 

Multiplefeatures: 
2000, 649 

10 
 3.60 x 106  

| 
1584 

85 | 80 93 | 83 90 | 86 (93) | (83) 
50 78 | 72 81 | 78 80 | 73 (88) | (76) 

100 73 | 66 77 | 72 75 | 72 (82) | (70) 
200 68 | 58 70 | 60 68 | 62 (74) | (61) 

Slice: 
53500, 384 

10 
2.58 x 109  

| 
106272 

95 | 92 99 | 91 99 | 93 (99) | (98) 
50 94 | 85 99 | 86 98 | 89 (98) | (92) 

100 91 | 81 99 | 77 98 | 80 (98) | (89) 
200 90 | 75 98 | 68 96 | 71 (96) | (83) 

Shuttle: 
58000, 9 

10 
3.03 x 109 

| 
4128 

97 | 84 99 | 78 99 | 92 (99) | (89) 
50 96 | 83 99 | 68 97 | 90 (98) | (89) 

100 95 | 82 99 | 56 97 | 87 (98) | (90) 
200 93 | 77 99 | 47 96 | 87 (97) | (87) 

Spambase: 
4601, 57 

10 
1.91 x 107   

| 
800 

88 | 79 93 | 84 93 | 90 (92) | (84) 
50 86 | 77 92 | 83 91 | 89 (90) | (81) 

100 83 | 73 91 | 76 90 | 87 (89) | (79) 
200 76 | 61 89 | 73 88 | 77 (82) | (70) 

Waveform: 
5000, 40 

10 
 2.25 x 107  

| 
440 

11 | 8 23 | -14 19 | 9 (23) | (9) 
50  7 | 3 13 | -31 10 | 5 (19) | (5) 

100 5 | -1 1 | -35 0 | -7 (12) | (1) 
200 3 | -9  0 | -49 0 | -16 (12) | (-7) 

Média 71 | 62 76 | 57 74 | 66 (79) | (69) 
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6.2 – Discussão 

Experimentos deste Trabalho versus Experimentos Publicados 

Pan et al. (2020) relata experimentos com os algoritmos k-NN, kMkNN, KMC-OTI-FS, 

KMC-EOTI-FS utilizando sobre os mesmos conjuntos de instâncias utilizados nos 

experimentos descritos neste trabalho. Xueyi (2012) também relata experimentos com os 

algoritmos k-NN e kMkNN utilizando os conjuntos de instâncias Arcene, 

Multiplefeatures e Spambase. 

Os resultados dos experimentos com os algoritmos k-NN, kMkNN, KMC-OTI-FS, KMC-

EOTI-FS apresentados nesse trabalho, são consistentes com os resultados relatados em 

Pan et al. (2020) e Xueyi (2012) tanto em relação à taxa RRDC quanto em relação à taxa 

RRST. Diferenças entre os experimentos apresentados nesse trabalho e os relatados nos 

trabalhos citados são compreensíveis, considerando que as instâncias de cada conjunto de 

instâncias são embaralhadas no início de cada experimento e a ordem em que elas são 

tomadas pelos algoritmos afeta a taxa de redução de cálculos de distância e a taxa de 

redução do tempo de busca. 

kM++kNN Versus kMkNN 

Em todos os experimentos realizados, o algoritmo kM++kNN apresentou maior taxa de 

redução de cálculos de distância e maior taxa de redução de tempo de busca do que o 

algoritmo kMkNN. A Tabela 6.1 destaca entre parênteses os maiores valores, experimento 

por experimento, das taxas RRDC e RRST. Para os experimentos realizados, o algoritmo 

kM++kNN apresentou a média de 79% da taxa RRDC contra a média de 71% apresentada 

pelo algoritmo kMkNN.  Em média, a redução do tempo de busca também é favorável ao 

algoritmo kM++kNN, sendo de 69% da taxa RRST contra 62% apresentada pelo 

algoritmo kMkNN. 

kM++kNN Versus Outros Algoritmos Rápidos Estudados 

Para os experimentos realizados, o desempenho médio do algoritmo kM++kNN, medido 

pelos índices RRDC e RRST, é melhor do que todos os demais algoritmos estudados. A 

última linha da Tabela 6.1 apresenta a média dos índices RRDC e RRST obtido nos 

experimentos realizados. O algoritmo kM++kNN apresentou índice RRDC médio igual 

79% contra 76% do algoritmo KMC-OTI-FS e 74% do algoritmo KMC-EOTI-FS. O 

índice médio RRST igual a 69%, apresentado pelo algoritmo kM++kNN, também supera 
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os índices médios RRST apresentados pelos algoritmos KMC-OTI-FS (57%) e KMC-

EOTI-FS (66%). 

A complexidade de espaço do algoritmo kM++kNN é igual à complexidade de espaço do 

algoritmo kMkNN, afinal ambos utilizam as mesmas estruturas de dados. Denominando 

S(N) a complexidade de espaço do algoritmo kMkNN, Pan et al. (2020) calcula a 

complexidade de espaço do algoritmo KMC-OTI-FS em M S(N) e a complexidade de 

espaço do algoritmo KMC-EOTI-FS em 2 S(N), em que N é o número de instâncias do 

conjunto de instâncias, dado como entrada dos algoritmos, e M é o número de grupos 

formados na fase de pré-processamento dos algoritmos. Em aplicações envolvendo 

conjunto de instâncias com grande número de instâncias e/ou instâncias com alta 

dimensionalidade, em que o consumo de memória é um fator crítico, a opção por 

algoritmos com complexidade de espaço mais baixa pode ser definitiva, o que torna o 

algoritmo KMC-OTI-FS apenas teórico, inviável na prática, e pode fazer o algoritmo 

KMC-EOTI-FS ser rejeitado em função da possibilidade de usar um outro algoritmo que 

consome a metade da memória que ele requer, como é o caso do algoritmo kM++kNN.  

Além disso, é preciso destacar que os algoritmos KMC-OTI-FS e KMC-EOTI-FS 

utilizam estratégias de economia de cálculo de distâncias mais complicadas no sentido de 

serem programadas do que os algoritmos kM++kNN.  

Existem Explicações para estes Resultados? 

Existem explicações para estes resultados? Uma resposta conclusiva a esta pergunta ainda 

requer investigações, mas é possível que os resultados sejam explicados pela principal 

diferença entre os algoritmos kM++kNN e os algoritmos kMkNN, KMC-OTI-FS, KMC-

EOTI-FS: enquanto o primeiro usa na fase de pré-processamento o algoritmo k-Means++ 

(Arthur, D. & Vassilvitskii, 2007), todos os demais algoritmos utilizam o algoritmo k-

Means (MacQueen, 1967). O ponto de partida dos algoritmos k-Means++ e k-Means é a 

escolha dos centroides iniciais dos grupos que comporão o agrupamento final que será 

induzido pelos algoritmos. Ressalta-se que o agrupamento final induzido pelos algoritmos 

depende da escolha dos centroides iniciais dos grupos. O algoritmo k-Means sorteia de 

forma aleatória os centroides iniciais dos grupos e isto pode produzir situações nem 

sempre desejáveis como, por exemplo, escolher para centroides instâncias com valores 

extremos ou instâncias muito próximas (similares) uma das outras. Já o k-Means++ 

utiliza uma estratégia de escolha de centroides iniciais que tende a eleger instâncias mais 

distantes umas das outras. Isto faz com que o agrupamento formado na fase de pré-
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processamento do algoritmo kM++kNN contenham grupos mais distantes uns dos outros, 

otimizando assim o uso das estratégias de economia de cálculos de distâncias.  
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Capítulo 7  
Conclusões e Trabalhos 

Futuros 
Este capítulo descreve em sua Seção 7.1 as conclusões deste trabalho. Trabalhos futuros 

são descritos na Seção 7.2. 
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7.1 – Conclusões 

Este trabalho propõe o algoritmo kM++kNN  como alternativa para acelerar a fase de busca 

do algoritmo k-NN e o compara experimentalmente com os algoritmos kMkNN (Xueyi, 

2012), KMC-OTI-FS e KMC-EOTI-FS (Pan et al., 2020), atualmente considerados 

rápidos para o cálculo exato das k instâncias mais similares a uma instância x em um 

conjunto de instâncias T. Comum a estes algoritmos está o fato de que eles utilizam 

técnicas que os classificam, como definido no Capítulo 1, na categoria ENN, subcategoria 

baseada em grupos, e que empregam o conceito de desigualdade triangular para acelerar a 

fase de busca do algoritmo k-NN. 

Considerando os experimentos realizados, os resultados sugerem que o desempenho 

médio do algoritmo kM++kNN é superior ao dos outros algoritmos rápidos estudados, 

tanto em redução de cálculos de distâncias entre instâncias (cálculos de funções de 

similaridade), quanto em redução de tempo de busca. Ademais é importante mencionar 

que o algoritmo kM++kNN tem complexidade de espaço igual à do algoritmo kMkNN, 

mas inferior às complexidades de espaço dos algoritmos KMC-OTI-FS e KMC-EOTI-FS. 

Embora mais estudos e experimentos precisem ser realizados no futuro para compreender 

melhor a relação de desempenho entre os algoritmos kM++kNN e os demais algoritmos 

estudados, estes resultados são animadores e inspiram novos trabalhos. 

7.2 – Trabalhos Futuros 

Experimentos com mais conjuntos de instâncias podem contribuir para entender melhor 

a relação de desempenho entre o algoritmo proposto e os demais algoritmos estudados. 

O algoritmo kM++kNN, assim como os demais algoritmos estudados, formam na fase de 

pré-processamento 𝑀 =	√𝑁 grupos. Xueyi (2012) e Pan et al. (2020) afirmam que este 

número foi escolhido empiricamente. No entanto, é razoável hipotetizar que o valor de M 

afeta o desempenho do algoritmo kM++kNN e tenha relação não só com o número N de 

instâncias, mas também com outras propriedades do conjunto de instâncias, dado como 

entrada do algoritmo. Estudos que investiguem a relação entre o número M e o 

desempenho do algoritmo kM++kNN podem contribuir para a sua melhoria. 

Os algoritmos kMkNN, kM++kNN, KMC-OTI-FS e KMC-EOTI-FS empregam diferentes 

estratégias de desigualdade triangular, mas evidentemente não esgotam a possibilidade 
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de uso do conceito de desigualdade triangular para acelerar a fase de busca do algoritmo 

k-NN. Novas estratégias de uso do conceito de desigualdade triangular podem ser 

propostas. 

Os algoritmos estudados empregam métodos de agrupamento para particionar o espaço 

do conjunto de instâncias e, com isto, estabelecem estratégias de exclusão de grupos e de 

instâncias dentro de grupos, visando a otimização do tempo de busca. Por outro lado, 

algoritmos hierárquicos, utilizam a ideia de mapeamento do espaço do conjunto de 

instâncias para melhorar a eficiência da busca. Sem deixar de lado métodos de 

agrupamento, é possível que a hierarquização dentro de cada grupo possa também 

oferecer melhoria de desempenho da fase de busca do algoritmo k-NN. 

Por fim, aplicações práticas frequentemente exigem inclusões, exclusões e alterações de 

instâncias de um conjunto de instâncias de forma dinâmica. O estudo de métodos 

eficientes para alterar dinamicamente as estruturas de dados pré-processadas utilizadas 

pelo algoritmo kM++kNN é um outro importante campo de investigação. 
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Apêndice I  
Repositório para o Código Fonte 
do algoritmo kM++kNN, Escrito 

em Phyton, e Conjuntos de 
Instâncias Utilizados 

Este apêndice apresenta o repositório para o código fonte do algoritmo kM++kNN, 

escrito em Phyton. O repositório também contém os conjuntos de instâncias utilizados 

nos experimentos descritos nesta dissertação.   
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Como acessar o código fonte do kM++kNN 

O código fonte do algoritmo kM++kNN esta disponibilizado no repositório 

https://github.com/RaphaelSouza/kMpluspluskNN. Acessando o repositório, o usuário 

terá condição de baixar o código fonte do algoritmo kM++kNN e os conjuntos de 

instâncias utilizados nos experimentos deste trabalho. A imagem abaixo apresenta o 

arquivo para o algoritmo escrito em linguagem Python e a pasta com os conjuntos de 

instâncias. 

 
Ao clicar no arquivo do algoritmo kM++kNN, é possível visualizar o código fonte. 

Conforme citado durante este trabalho, é recomendado a utilização da IDE PyCharm para 

a execução de testes deste algoritmo. 

 
Os conjuntos de instâncias utilizados também foram disponibilizados e encontra-se na 

pasta datasets do repositório, adicionalmente foi disponibilizado neste repositório 

conjuntos de instâncias clássicos, a fim de, serem utilizados para testes aos que se 

interessarem, como exemplo, o conjunto íris. 
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