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tada à Banca Examinadora no curso de Mestrado em

Ciência da Computação da Faculdade Campo Limpo

Paulista.

Campo Limpo Paulista, 5 de abril de 2019.

Daniel de Almeida Góes
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Resumo.Devido à preocupação com a exposição de pacientes a raio-X, a dosagem

usada na tomografia computadorizada pode ser reduzida (TCBD). Um dos efeitos da

TCBD é a degradação da qualidade da imagem reconstruı́da final. Nesse trabalho pro-

pomos um método de filtragem de sinogramas de TCBD que são sujeitos a ruı́do Poisson

dependente de sinal. Para filtragem desse ruı́do utilizamos uma abordagem Bayesiana,

alterando o algoritmo Non-local Means (NLM) para utilizar distâncias estocásticas

geodésicas para a distribuição Gama, conjugada da Poisson, como métrica de similari-

dade entre cada ponto de projeção. Entre as distâncias geodésicas avaliadas, encontra-

mos uma solução fechada para a entropia de Shannon para distribuições Gama. Com-

paramos nosso método com os seguintes métodos baseados em NLM: Poisson-NLM,

Stochastic Poisson NLM e o NLM original após transformada de Anscombe. Também

comparamos com o BM3D após transformada Anscombe. As comparações foram fei-

tas nas imagens finais reconstruı́das pelos métodos Filtered-Back Projection (FBP) e

Projection onto Convex Sets (POCS) utilizando as métricas, PSNR e SSIM.



Abstract.Due to the concerns related to patient exposure to X-ray, the dosage used in

computed tomography may be reduced (TCBD). One of the effects of TCBD is the de-

gradation in the quality of the final reconstructed image. In this work, we propose a

method of filtering TCBD sinograms that are subject to signal-dependent Poisson noise.

To filter this type of noise, we use a Bayesian approach, changing the Non-local Means

(NLM) algorithm to use geodesic stochastic distances for Gamma distribution, the con-

jugate prior to Poisson, as a similarity metric between each projection points. Among

the geodesic distances evaluated, we found a closed solution for the Shannon entropy

for Gamma distributions. We compare our method with the following methods based on

NLM: Poisson-NLM, Stochastic Poisson NLM, Stochastic Gamma NLM and the original

NLM after Anscombe transform. We also compare with BM3D after Anscombe trans-

form. Comparisons are made on the final images reconstructed by the Filtered-Back

Projection (FBP) and Projection onto Convex Sets (POCS) methods using the metrics,

PSNR and SSIM.
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1.1 Revisão bibliográfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Organização do Trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Tomografia Computadorizada 17
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1 Introdução

Tomografia Computadorizada é uma técnica em que se utiliza radiação, raio-X

sendo o mais comum, para gerar imagens de cortes do objeto escaneado. Para isso são

feitas projeções em vários ângulos com a radiação e o conjunto dessas projeções é cha-

mado de sinograma. Técnicas de reconstrução são aplicadas ao sinograma para se obter a

imagem final.

Devido à preocupação na comunidade médica com a quantidade de radiação a

que um paciente é submetido [Savage (2010), Liang et al. (2017)], foram desenvolvidas

técnicas de (LDCT na sigla em inglês) em que são utilizadas doses de radiação mais

baixas possı́veis.

Uma das principais utilizações das técnicas de LDCT é a detecção precoce de

câncer de pulmão. Por esse tipo de câncer não demostrar “sinais” nos estágios inicias,

é um dos maiores causadores de mortes (Wood et al. (2018)). Grupos de riscos são re-

comendados a fazer triagem periódica através por LDCT devido a redução na exposição

rotineira à radiação.

Os dados de tomografia computadorizada são corrompidos com ruı́do dependente

de sinal que pode ser modelado como um ruı́do Poisson (Liang, Riviere, Fakhri, Glick &

Siewerdsen (2017)). Com a redução da exposição dos detectores à radiação, a degradação

por ruı́do é acentuada.

Esse trabalho estuda um método não local para filtragem de sinogramas corrom-

pidos com ruı́do Poisson obtidos por LDCT.

1.1. Revisão bibliográfica

Um método simples para filtragem de ruı́do é através de convolução, utilizando um

filtro da média, ou um kernel gaussiano. Outros métodos mais robustos foram propostos,

como os baseados em Wavelets, Mallat (2008).
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Buades et al. (2005) apresentaram um novo algoritmo para filtragem de imagens

corrompidas por ruı́do gaussiano usando um conceito não local de filtragem, onde um

pixel é filtrado por uma média ponderada de pixels semelhantes. Esse algoritmo se baseia

na distância euclidiana de uma vizinhança centrada no pixel para comparação de pixels da

imagem. Outros autores modificaram esse algoritmo para utilização de outras distâncias,

como Leng (2017), que utiliza informação de gradiente de uma imagem pré-filtrada assim

como o kernel gaussiano para o cálculo do coeficiente de peso do NLM. Structural Simi-

larity Index (SSIM) pode ser também utilizado como métrica para comparar os patches,

como demostrado por Rehman & Wang (2011).

Seguindo a metodologia de filtragem não local, Dabov et al. (2007) propuseram

um outro algoritmo de filtragem em que a imagem é dividida em patches, o patch sendo

filtrado é agrupado a outros semelhantes e organizados em blocos (tridimensionais), os

pesos da média ponderada utilizada na filtragem são calculados através de estimadores de

Wiener (1949).

Métodos utilizando abordagens não locais foram propostos utilizando o filtro de

Wiener como em Bindilatti et al. (2018). Aplicações de reconstrução tomográfica também

utilizam filtros de Wiener, como em Pereira & Cruvinel (2015), onde foi proposta uma

reconstrução volumétrica utilizando esses filtros.

Outros autores modificaram o NLM para filtragem de imagens corrompidas com

outros tipos de ruı́do que não o gaussiano. Santos (2017) e Zhong et al. (2011) filtram

ruı́do speckle em imagens de ultrassom e imagens de radar de abertura sintética (SAR)

respectivamente.

Deledalle et al. (2010) propuseram uma modificação do NLM para filtrar ruı́do

Poisson. Em sua tese, Deledalle (2011), modifica o NLM para ruı́dos que obedecem

outras distribuições.
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Em LDCT, o Non-Local Means pode ser utilizado na filtragem de imagens já

reconstruı́das assim como também para filtragem de sinogramas, Zhang H. et al. (2017).

Assis et al. (2015) propuseram filtragem dupla para LDCT, filtrando tanto o sinogrma

como a imagem após ser reconstruı́da.

Em Granato et al. (1998), os autores filtraram imagens obtidas de um mesmo

objeto com nı́veis de radiações distintos, utilizando das informações dessas diferentes

imagens para estimar os valores dos pixels livres de ruı́do.

Estimadores MAP também podem ser utilizados ao filtrar imagens de CT, Geraldo

et al. (2017). No trabalho, os autores propuseram modelar imagem utilizando diversas

distribuições de probabilidade, a imagem é então segmentada pelo histograma, e para

cada segmento, a distribuição escolhida é a que melhor o descreve.

Outras abordagens também foram propostas, como em Salvadeo et al. (2016) em

que o autor propõe uma filtragem utilizando Campos Aleatórios Markovianos.

Na filtragem de sinogramas também são utilizados estimadores MAP, Mascare-

nhas, Nelson et al. (1996). Os autores desse artigo comparam diversas distribuições de

probabilidade para modelar o sinograma, chegando à conclusão de que a distribuição

Gaussiana não é o melhor modelo.

Em Ribeiro (2010), o método proposto por Mascarenhas, Nelson et al. (1996) é

modificado para que a distribuição de probabilidade que modela o sinograma seja esco-

lhida de forma adaptativa para a janela centrada em cada ponto de projeção.

A transformada de Anscombe (1948) pode ser utilizada para filtrar sinogramas

utilizando métodos desenvolvidos para filtragem de imagens. Como em Pinheiro (2017),

onde o autor utiliza métodos utilizando wavelets para filtrar sinogramas no domı́nio Ans-

combe.

Evangelista (2017) propõe um método de filtragem de sinograma de CT de baixa

dosagem em que se supõe que tais sinogramas são degradados por ruı́do Poisson, e que os

patches obedecem à distribuição Gama, por essa ser a conjugada a priori da distribuição

Poisson (ver seção 5.2). Distancias baseadas em divergência estocásticas são utilizadas

para comparar os patches do sinograma.
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Distâncias geodésicas podem ser utilizadas para comparar “patches” de imagens,

em Naranjo-Torres et al. (2017) o autor utiliza essas distâncias para gerar descritores de

textura que são utilizados em métodos reconhecimento de padrões em imagens proveni-

entes de radares de abertura sintética. Em imagens de ultrassom, distâncias geodésicas fo-

ram utilizadas em Santos & Mascarenhas (2019) para filtragem de ruı́do e para segmentação.

1.2. Objetivos

Motivado pela preocupação em reduzir a exposição de pacientes a radiação, o

objetivo desta dissertação é analisar, adaptar e desenvolver um método para filtragem de

sinogramas provenientes de Tomografias Computadorizadas de Baixa Dosagem afim de

reduzir ruı́do, agravado pela pouca dose de radiação utilizada.

De forma mais especı́fica, o método proposto adapta o algoritmo Non-Local Me-

ans, Buades et al. (2005), para utilizar distâncias mais representativas para o domı́nio

do problema considerado. Utilizando uma abordagem Bayesiana, são analisadas diferen-

tes distâncias estocásticas geodésicas como métrica de similaridade entre cada ponto de

projeção.

1.3. Organização do Trabalho

No Capı́tulo 2, é detalhada a Tomografia Computadorizada, Tomografia de baixa

dosagem, ruı́do Poisson a que esses dados estão sujeitos e formas de reconstruir a imagem

do objeto sendo escaneado.

No Capı́tulo 3, é descrito o algoritmo do Non-Local Means em que esse trabalho

se baseia.

No Capı́tulo 4, são descritos métodos alternativos de filtragem de sinograma ao

qual iremos comparar o método proposto neste trabalho.

No Capı́tulo 5, são abordados os princı́pios teóricos que embasam a proposta deste

trabalho.

No Capı́tulo 6, descrevemos o funcionamento do método proposto.

No Capı́tulo 7, detalha como os testes foram executados, e as métricas utilizadas

para comparar os resultados.
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No Capı́tulo 8, os resultados obtidos são apresentados e discutidos.

No Capı́tulo 9, concluı́mos o trabalho. Analisando algumas conclusões obtidas,

vantagens e desvantagens do método proposto.

No Anexo estão os resultados obtidos para os tensores gij detalhados na seção 5.3.
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2 Tomografia Computadorizada

Tomografia Computadorizada (CT na siga em inglês) é uma técnica de obtenção

de imagens de corte de um objeto escaneado. Uma tomografia de raio-X é um método

em que radiação é emitida por uma fonte, passa por um objeto, sendo atenuada por ele, e

é então captada por detectores. Nesse processo são feitas várias projeções em diferentes

ângulos para obter as informações necessárias para se reconstruir a imagem de corte.

2.1. Projeções Tomográficas

Em cada feixe, os fótons emitidos são dispersos ou absorvidos ao passar pelo

objeto. Denotando essa atenuação pelo coeficiente µ, quantidade de fótons esperada na

captação pode ser dada por [Rosenfeld & Kak (1982)]:

λd = λ0 exp
(
−
∫

feixe

µ(x, y) ds
)

(2.1)

onde λd é a quantidade de fótons detectada, λ0, os fótons emitidos, µ(x, y) o coeficiente

de atenuação na posição (x, y) e ds é o diferencial tomado no comprimento do feixe. Da

equação (2.1) tem-se que:

ln(
λ0

λd
) =

∫

feixe

µ(x, y) ds (2.2)

O valor ln(λ0
λd

) é conhecido pois λ0 é um valor dado ou pode ser estimado a partir

o maior valor observado de todas as projeções. Dessa forma o conjunto dos valores ln(λ0
λd

)

de todas as projeções pode ser visto como uma transformada Radon do objeto escaneado.
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Figura 2.1. Transformada de Radon.1

A transformada de Radon recebe uma função f(x, y), e calcula integrais de li-

nha dessa função, chamados de raios. O conjunto de raios perpendiculares é chamado

de projeção, e as projeções são calculadas para vários ângulos. Uma projeção pode ser

descrita por:

Pθ(t) =

∫

feixeAB

f(x, y) ds =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x cos θ + y sin θ − t) dx dy (2.3)

onde Pθ(t) é a projeção paralela para um ânguloθ, t é a projeção do feixe AB e é dado

por: t = xcosθ + ysinθ.

A matriz de projeções da transformada de Radon também é conhecida como sino-

grama, pois um alvo não centralizado gera uma forma senoidal.

Os dados de projeção de tomografia podem ser dados tanto por fótons transmitidos

calibrados (antes do log, eq. 2.2) ou integrais de linha calibrados (após log). Em ambos

os casos a matriz de projeção pode ser referida como sinograma.

Os dados de projeções de fótons transmitidos calibrados obedecem a distribuição

de Poisson, como descrito anteriormente. No caso de integrais de linha calibrados, os

dados podem ser aproximados por uma distribuição Gaussiana com variância não linear

dependente de sinal, Zhang et al. (2018).

1Imagem retirada de The Image Processing Handbook, 7a edição Russ & Neal (2015), pg. 769
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Figura 2.2. Sinograma de tomografia computadorizada.

2.2. CT de baixa dosagem

Devido a preocupação com a exposição de pacientes à radiação foram desenvol-

vidas técnicas de tomografia computadorizada de baixa dosagem (LDCT) em que são

utilizadas dozes de radiação mais baixas possı́veis.

Essa redução pode ser feita pela redução do número de projeções efetuadas, re-

duzindo a intensidade de radiação emitida durante processo, ou encurtando o tempo de

exposição do detector. Nesse trabalho trabalhamos com dados que foram obtidos ao re-

duzir o tempo de exposição de cada projeção.

2.3. Ruı́do

Reduzir o tempo de exposição implica em perda de qualidade da imagem recons-

truı́da. Assim é necessário a adoção de métodos para filtragem de ruı́do.

O emissor de raio-X de um scanner para tomografia computadorizada emite um

feixe poli energético [Elbakri & Fessler (2003)]. Materiais possuem coeficientes de

atenuação distintos para cada banda de energia, Granato et al. (1998), assim o feixe inci-

dente em um receptor pode ser descrito como policromático, Gu & Dogandžić (2016).



20

O processo de detecção, em um tomógrafo, integra a radiação incidente, em seu

espectro, podendo ser descrito da seguinte forma, Fan et al. (2010), Whiting (2006):

Y =
λNe−λ

N !

∫ Kev

0

Φ(E)dE (2.4)

onde N é a quantidade de fótons de raio-X detectados e uma variável aleatória Poisson

com média λ. Φ(E) é o espectro de energia do feixe.

Como a medição é feita de forma discreta, a equação 2.4 pode ser reescrita como:

Y =
N∑

n=1

Φn (2.5)

onde N obedece a uma distribuição Poisson, e Φn são variáveis aleatórias que modelam

o espectro incidente.

Uma distribuição Poisson Composta é uma distribuição de probabilidade descrita

da a mesma forma que a equação 2.5 em que: todas Φn são variáveis aleatórias, que

possuem a mesma distribuição de probabilidade, são mutualmente independentes e são

independentes de N .

Ao modelar projeções de tomográficas como distribuições Poisson Composta,

pode ser utilizada a distribuição de Poisson para descrever Φn, mas outras distribuições

como Gama e Gaussiana, Fan et al. (2010), ou uma distribuição estimada do próprio es-

pectro incidente , Idris A. Elbakri (2003).

Em Fan et al. (2010), os autores apresentam soluções fechadas para os dois pri-

meiros momentos da distribuição Poisson Composta e estimadores dos parâmetros de Φn

para as distribuições Poisson, Gama e Gaussiana. No entanto para fazer essas estimações

é necessário utilizar informações espectrais do feixe incidente, sem os quais não é possı́vel

estimar esses parâmetros.

Considerando ruı́do térmico e ruı́do de fundo eletrônico, a essa distribuição Pois-

son Composta é somada uma Gaussiana, Liang et al. (2017).

Como demonstrado por Xing et al. (2017), o modelo do processo de aquisição

pode ser simplificado por uma distribuição Poisson deslocada.
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Pr(yi = k|λi, σ) =
e−(λi+σ

2)(λi + σ2)k

k!
(2.6)

onde σ2 é a variância de uma distribuição Gaussiana com média 0.

Nesse trabalho utilizaremos uma abordagem Bayesiana, fazendo uso da proprie-

dade de que a distribuição Gama é conjugada da Poisson, seção 5.2. Como a Poisson

Composta não tem essa relação de conjugação com a distribuição Gama, assumimos um

modelo simplificado do ruı́do.

A utilização da distribuição de Poisson deslocada acrescentaria uma outra variável

a ser estimada, σ2, o que tornaria inviável a estimação dos parâmetros a posteriori da

distribuição Gamma conjugada, seção 5.2.1.

2.3.1. Modelo de Ruı́do Simplificado

Nesse trabalho consideramos o modelo de em que a detecção consiste em contar

a quantidade de fótons incidentes, assim obedecendo uma distribuição Poisson tı́pica.

O valor de cada ponto em uma projeção, yi, no modelo de contagem de fótons,

pode ser modelado como um processo aleatório Poisson, representado pela equação:

Pr(yi = k|λi) =
e−yiλki
k!

(2.7)

onde λi é a taxa média de fótons que chegam ao detector i e yi é a quantidade observada.

Pr(yi = k|λi) é a probabilidade de yi assumir o valor k, k ∈ Z+, com uma taxa de fótons

λi.

2.4. Reconstrução

Após o processo de obtenção das projeções por raio-X, os dados obtidos são pro-

cessados para se reconstruir a imagem de corte do objeto escaneado original.

É possı́vel inverter a transformada de Radon utilizando o teorema da fatia de Fou-

rier, como demonstrado em Rosenfeld & Kak (1982). De forma conceitual, a transfor-

mada de Fourier de uma projeção calculada a partir de um ângulo θ, é igual a transformada

bidimensional da imagem a ser reconstruı́da tomada no ângulo θ passando pela origem.
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Seja F (u, v) a transformada de Fourier bidimensional da imagem f(x, y), e Sθ(w)

a transformada unidimensional da projeção Pθ(t):

F (u, v) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) e−j2π(ux+vy) dx dy (2.8)

Sθ(w) =

∫ ∞

−∞
Pθ(t) e

−j2πwt dt (2.9)

como:

Pθ(t) =

∫ ∞

−∞
f(t, s) ds (2.10)

onde (t, s) é um sistema de coordenadas ortogonais rotacionado.


t
s


 =


 cosθ sinθ

−sinθ cosθ




x
y


 (2.11)

temos:

Sθ(w) =

∫ ∞

−∞
Pθ(t) e

−j2πwt dt =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(t, s) ds e−j2πwt dt (2.12)

transformando de (t, s) para (x, y),

Sθ(w) =

∫ ∞

−∞
Pθ(t) e

−j2πwt dt =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) e−j2π(ux+vy) dx dy

= F (u, v) para u = w cos θ, v = w sin θ

= F (w, θ) (2.13)

aplicando a transforma inversa de Fourier obtém-se a seguinte expressão:

f(x, y) =

∫ ∞

−∞
F (u, v) ej2π(ux+vy) du dv (2.14)
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Reconstruir a imagem pelo método descrito pela equação (2.14) não é viável pois

seria necessário calcular a transformada inversa de Fourier no espaço polar. Para re-

construir a imagem se faz necessário a adoção de outros métodos. Nos limitamos nesse

trabalho à utilização de dois métodos de reconstrução, Filtered Back Projection (FBP) e

Projection onto Convex Sets (POCS).

2.4.1. Filtered Back Projection (FBP)

Filtered Back Projection (FBP) é um dos métodos de reconstrução mais utiliza-

dos. Esse método consiste em re-projetar cada uma das projeções observadas, depois de

filtradas, de volta no domı́nio da imagem, “borrando” a região que deu origem a essa

projeção. Ao repetir o processo para vários ângulos, a superposição das intensidades

revela a imagem do objeto que deu origem a essas projeções.

Reescrevendo a equação (2.14) em coordenadas polares,

f(x, y) =

∫ π

0

∫ ∞

−∞
F (w, θ) |w| ej2πwt dw dθ (2.15)

que pode ser expressa como:

f(x, y) =

∫ π

0

Qθ(x cos θ + y sin θ) dθ (2.16)

Qθ(t) =

∫ ∞

−∞
F (w, θ) |w| ej2πwt dw (2.17)

onde Qθ(t) é a convolução de P com IFT{|w|}, IFT denotando a transformada inversa

de Fourier.

Ao se passar para o domı́nio discreto, a reconstrução da imagem tomográfica é

descrita através das seguintes equações:

Qθ(nτ) = τ × (Pθ(τ) ∗ IFT{|w|}) (2.18)

f(x, y) =
π

k

k∑

i=1

Qθ1(x cos θ1 + y sin θ1) (2.19)

onde τ é a resolução de um pixel da imagem. Em implementações tı́picas desse método,

a convolução presente na equação (2.18) é executada no domı́nio da frequência.
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2.4.2. Projection onto Convex Sets (POCS

Projection onto Convex Sets (POCS) é um método de reconstrução tomográfica

que se baseia em geometria computacional, Youla & Webb (1982). Ele consiste em

uma técnica de reconstrução algébrica que, a partir dos dados tomográficos, definem-

se conjuntos convexos Ci, que representam restrições para uma solução viável. Nesse

trabalho utilizamos a versão proposta por Salina & Mascarenhas (2005) em que outras

restrições também são acrescentadas, como Restrição de Não Negatividade (valores dos

pixels iguais ou maiores que zero), Restrição de Amplitude Limitada (valores de pixels

entre 0 e 255), Restrição de Suporte Finito (valores fora da região reconstruı́da nulos).

Com os conjuntos definidos, é aplicado o algoritmo POCS stricto senso [Baus-

chke & Borwein (1996)] que consiste em encontrar a intersecção entre tais conjuntos,

intersecção essa que representa uma solução possı́vel para a reconstrução.
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3 Non-Local Means

Originalmente proposto por Buades et al. (2005), o Non-Local Means é um método

de filtragem de ruı́do Gaussiano. Nesse algoritmo, a vizinhança, janela de similaridade,

em torno do pixel sendo filtrado, é comparada com outros patches, de mesmo tamanho,

centrados em outros pixels da imagem. Com essas comparações, o pixel é filtrado calcu-

lando uma média ponderada entre os pixels com janela de similaridade mais próximas ao

pixel original.

Nesse trabalho utilizaremos uma variação do método que limita a comparação

com pixels dentro de uma janela de busca. Essa alteração torna o método mais eficiente

ao reduzir a complexidade assintótica do algoritmo. Na versão original onde a busca é

feita em toda a imagem, a complexidade é de O(N2 ·P ), onde N é o número de pixels na

imagem, e P o número de pixels na janela de similaridade. A versão utilizando janela de

busca possui complexidade O(N · |B|·P ), onde |B| é o tamanho da janela de busca em

número total de pixels.

(a) Janela de Busca (b) Janela de Similari-
dade

Figura 3.1. Sinograma de tomografia computadorizada.
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3.1. Definição

Formalmente, o Non-Local Means utilizando janela de busca pode ser descrito da

seguinte forma:

Dada uma imagem ruidosa Y = {yi|i ∈ I} resultante de uma degradação de uma

imagem original, livre de ruı́do, X = {xi|i ∈ I} por ruı́do Poisson, o Non-Local Means

(NLM) busca obter uma estimativa X̂ = {x̂i|i ∈ I} para a imagem X , onde cada pixel x̂i

é calculado por:

x̂i =
1

wi

∑

j∈B(i,r)

wijyj (3.1)

onde 0 ≤ wij ≤ 1, wi =
∑

j∈B(i,r)wij e B(i, r) indica a janela de busca de

tamanho r , centrada em i.

Os pesos wij são calculados através da fórmula:

wij = exp(
−1

h2
‖yi − yj‖2

2,a) (3.2)

onde h é um parâmetro que controla a intensidade do filtro,yi e yj são vetores |P |-
dimensionais representando a janela de similaridade centradas em i e j respectivamente.

Quando o parâmetro h tende a zero (h → 0), a imagem se aproxima a imagem

original, quando tende a infinito (h→∞), o resultado se assemelha a um filtro da média.

A expressão ‖yi− yj‖2
2,a representa o quadrado da distância Euclidiana utilizando

um kernel Gaussiano com desvio padrão a.

‖yi − yj‖2
2,a=

1∑
p∈P ga(p)

(∑

p∈P
ga(p) · ‖yi−p − yj−p‖2

)
(3.3)
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3.2. Aplicação em LDCT

O algoritmo NLM pode ser aplicado em CT de baixa dosagem para melhorar a

qualidade da imagem em diferentes senários.

Em aquisições de baixo fluxo, obtidas pela redução na emissão de radiação ou

redução no tempo de exposição, o NLM pode ser utilizado na filtragem da imagem re-

construı́da ou na filtragem no domı́nio das projeções.

No caso de projeções com projeções esparsas os métodos geralmente se limitam

a filtragem no domı́nio da imagem [Zhang et al. (2018)].
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4 Outros Métodos de Filtragem

Nesse capı́tulo introduzimos abordagens de filtragem, presentes na literatura, que

serão utilizadas como referência. Essas se dividem em abordagens baseadas em NLM,

modificadas para filtrar ruı́do Poisson. E o método, no estado da arte, BM3D aplicado no

domı́nio Anscombe.

4.1. Transformada de Anscombe

A transformada de Anscombe transforma uma variável aleatória Poisson em uma

variável aleatória que aproximadamente obedece a uma distribuição Gaussiana, com des-

vio padrão aproximadamente constante. Dessa forma, métodos voltados para filtragem

de ruı́do Gaussiano podem ser utilizados para entradas degradadas com ruı́do Poisson.

Transformada de Anscombe:

A : z 7→ 2

√
y +

3

8
(4.1)

Devido à não linearidade da transformada, a formula inversa algébrica geralmente

não é utilizada. Uma vez os dados filtrados, ela introduz um viés na estimativa da média

µ:

y 7→
(z

2

)2

− 3

8
(4.2)

Para mitigar o viés, utiliza-se a inversa assintoticamente não enviesada:

A−1 : y 7→
(z

2

)2

− 3

1
(4.3)

Nesse trabalho utilizamos a transformada Anscombe em conjunto com os métodos

de filtragem NLM e BM3D, descritos nas sessões 3.1 e 4.3, respectivamente.
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4.2. Métodos de Filtragem de Ruı́do Poisson baseados em NLM

4.2.1. Poisson-NLM

Poisson NLM (P-NLM) é uma variação do NLM, proposta por Deledalle et al.

(2010), para filtragem de imagens corrompidas por ruı́do Poisson. Essa variação faz uso

de uma imagem pré-filtrada ao calcular os pesos wij , alterados do algoritmo original.

wij = exp
(
− 1

α

∑

P

f(yi−p, yj−p)−
1

β

∑

P

g(λ̂i−p, λ̂j−p)
)

(4.4)

onde

f(y1, y2) = y1 log y1 + y2 log y2 − (y1 + y2) log

(
y1 + y2

2

)
(4.5)

g(λ̂1, λ̂2) = (λ̂1 − λ̂2) log

(
λ̂1

λ̂2

)
(4.6)

sendo P os pixels da janela de similaridade, yi−p o pixel p da janela centrada em i

da imagem ruidosa original. λ̂i−p o pixel p da janela centrada em i da imagem pré-filtrada;

f mede a similaridade entre dois pixels da imagem ruidosa e g da imagem pré-filtrada; α

e β nessa equação são parâmetros que ponderam a influência de f e g e são calculados

automaticamente para minimizar o critério se soma de erros absolutos quadrados.

4.2.2. Stochastic Poisson NLM

Stochastic Poisson NLM (SP-NLM) é um algoritmo desenvolvido por Bindilatti &

Mascarenhas (2013) que modifica o NLM substituindo a distância euclidiana por distâncias

estocásticas entre distribuições Poisson.

wij = exp

(
− 1

hσ̂i

∑

P

d(λ̂i−p, λ̂j−p)

)
(4.7)

onde h controla a intensidade do filtro, σ̂i é a estimativa do desvio padrão do ruı́do, λ̂i é

uma estimativa do pixel livre de ruı́do calculado pelo estimador de máxima verossimilhança
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para distribuição Poisson e d é uma das distâncias estocásticas entre distribuições Pois-

son. As distâncias foram calculadas para as divergências de Bhattacharyya, Hellinger,

Kullback–Leibler e Rény.

4.2.2.1. Bhattacharyya

d(λ1, λ2) =
1

2
(λ1 + λ2)−

√
λ1λ2 (4.8)

4.2.2.2. Hellinger

d(λ1, λ2) = 1− exp
(
− 1

2
(λ1 + λ2) +

√
λ1λ2

)
(4.9)

4.2.2.3. Kullback–Leibler

d(λ1, λ2) =
1

2

(
(λ1 − λ2) ln

λ1

λ2

)
(4.10)

4.2.2.4. Rényi

d(λ1, λ2) =
1

β − 1
ln

(
e−λ2+β(λ2−λ1)+λβ1λ

(1−β)
2 + e−λ1+β(λ1−λ2)+λβ2λ

(1−β)
1

2

)
(4.11)

4.2.3. NLM Distâncias Estocásticas

Evangelista (2017) propôs uma alteração ao SP-NLM, utilizando uma abordagem

bayesiana ao substituir distâncias estocásticas entre distribuições Poisson por distâncias

entre distribuições Gama, conjugada da Poisson (ver seção 5.2). O cálculo do peso wij

se mantém igual ao do SP-NLM (equação 4.7). Enquanto as distâncias são substituı́das

pelas suas alternativas calculadas para Gama:
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4.2.3.1. Kullback–Leibler

dKL(p; q) =

(
N∑

j=1

[(
α

(q)
j − 1

)
ψ(α

(q)
j )− log β

(q)
j − α(q)

j − log Γ(α
(q)
j )

+ log Γ(α
(p)
j ) +α

(p)
j log β

(p)
j −

(
α

(p)
j − 1

)(
ψ(α

(q)
j ) + log β

(q)
j

)
+
α

(q)
j β

(q)
j

β
(p)
j

]

+
N∑

j=1

[(
α

(p)
j − 1

)
ψ(α

(p)
j )− log β

(p)
j − α(p)

j − log Γ(α
(p)
j )

+log Γ(α
(q)
j )+α

(q)
j log β

(q)
j −

(
α

(q)
j −1

)(
ψ(α

(p)
j )+log β

(p)
j

)
+
α

(p)
j β

(p)
j

β
(q)
j

])

(4.12)

onde ψ(x) = Γ′(x)
Γ(x)

.

4.2.3.2. Rényi

(4.13)
daR(p; q) =

((
ln

(
Γ(κp)θ

κp
p

Γ(κq)θ
κq
q

)
+

1

α− 1
ln

(
Γ(κa)

Γ(κq)θ
κq
q

(
θpθq
θ∗a

)κa))

+

(
ln

(
Γ(κq)θ

κq
q

Γ(κp)θ
κp
p

)
+

1

a− 1
ln

(
Γ(κa)

Γ(κp)θ
κp
p

(
θqθp
θ∗a

)κa)))
/2

o parâmetro a utilizado foi a = 0.5.

4.2.3.3. Hellinger

(4.14)dH(p; q) = 1− exp
(
−1

2
d

1/2
R (p, q)

)

4.2.3.4. Bhattacharyya

(4.15)dB(p; q) = − log (1− dH(p; q))
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4.3. BM3D

Block-matching and 3D filtering (BM3D) é um método de filtragem proposto por

Dabov et al. (2007) que pode ser dividido em 3 passos:

1.Primeiro, fragmentos da imagem são grupados a outros fragmentos similares for-

mando um bloco 3D e a similaridade é definida pela distância Euclidiana para um

fragmento de referência. Cada fragmento pode ser inserido em mais de um grupo.

2.Depois, cada grupo é filtrado como um bloco 3D, e após, os fragmentos são sepa-

rados.

3.Por último, no processo de agregação é feita uma média ponderada entre os valo-

res, cada vez que o fragmento foi filtrado, resultando no final a imagem filtrada.
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5 Fundamentos Teóricos

De forma similar ao método proposto por Evangelista (2017), nossa abordagem

consiste em alterar o Non-Local Means para filtrar sinogramas utilizando distâncias en-

tre distribuições Gama. O diferencial é a utilização de distâncias geodésicas no espaço

paramétrico entre as distribuições.

5.1. Processo de Detecção dos Feixes

Como descrito na seção 2.3, o processo de detecção dos feixes é melhor descrito

por uma distribuição Poisson composta somada a uma Gaussiana.

Mas, devido à abordagem Bayesiana, esse trabalho considera que os detectores são

contadores de fótons ao invés de integradores de energia, assim o processo de captação

pode ser descrito por uma distribuição de Poisson em que a média corresponde ao sinal

sem ruı́do.

5.2. Abordagem Bayesiana

Considerando um sinograma X ideal, livre de ruı́do e um sinograma Y dado cor-

rompido por ruı́do Poisson, podemos obter um estimador deX através de uma abordagem

Bayesiana.

Pr(X|Y ) =
Pr(Y |X)Pr(X)

Pr(Y )
(5.1)

A verossimilhança Pr(Y |X) na expressão de Bayes obedece a distribuição Pois-

son, por representar o processo de aquisição ruidoso do sinograma. Para obter a distribuição

a posteriori Pr(X|Y ) do estimador, seria necessário obter a expressão para Pr(Y ), o que

em geral não é trivial. Existem métodos numéricos baseados em Markov Chain Monte

Carlo ou em Métodos Variacionais (Webb & Copsey (2011);Šmı́dl et al. (2006)) mas que

são muito custosos computacionalmente, uma vez que são aplicados para cada posição da

janela de similaridade.
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A alternativa é a utilização de distribuições conjugadas, que é uma propriedade

que relaciona dois tipos de distribuição, se a distribuição a priori Pr(X) for a conjugada

da distribuição de verossimilhança Pr(Y |X) então a distribuição a posteriori Pr(X|Y )

pertence à mesma famı́lia da distribuição a priori.

No caso da verossimilhança Poisson, sua conjugada é a distribuição Gama. Assim,

se assumirmos que uma vizinhança no sinograma ideal obedece a uma distribuição Gama,

então a vizinhança no sinograma estimado também irá obedecer a uma distribuição Gama.

f(x;α, β) =
βαxα−1e−βx

Γ(α)
(5.2)

A distribuição Gama pode ser descrita com parametrização α e β como na equação

5.2 ou com parametrização κ e θ onde κ = α e θ = β.

f(x;κ, θ) =
θ−κxκ−1e−

x
θ

Γ(κ)
(5.3)

A adoção da Gama a priori é conveniente pois ela só é definida na semirreta não-

negativa, assim como os pontos de projeção do sinograma e os hiperparâmetros, alfa

e beta, que definem a distribuição a posteriori podem ser obtidos dos hiperparâmetros

correspondentes da distribuição a priori.

5.2.1. Estimativa de Parâmetros

Para a parametrização α e β, os parâmetros de uma projeção a priori (sinograma

ruidoso) são estimados pela média (µ) e variância (σ2) de uma janela de tamanho 3 × 3

obtida de um sinograma pré-filtrado com filtro das médias de tamanho 3 × 3, através do

método dos momentos:

α =
µ2

σ2
(5.4a)

β =
µ

σ2
(5.4b)

Os parâmetros estimados α̂ e β̂ para a distribuição a posteriori (sinograma esti-

mado) são obtidos também através do método dos momentos.

α̂ = α +
n∑

i=1

yi (5.5a)

β̂ = β + n (5.5b)

onde
∑n

i=1 yi é a soma dos valores das projeções na janela do sinograma pré-filtrado.
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5.3. Distâncias Geodésicas

Distância geodésica pode ser entendida como o caminho mı́nimo entre dois pontos

passando por uma superfı́cie.

Uma variedade de Riemann é uma generalização de uma superfı́cie utilizada para

cálculo de distâncias geodésicas. Onde se define uma norma no espaço tangencial que é

métrica para a distância utilizada.

A partir da topologia e da norma se definem tensores métricos gij para cada

combinação de duas dimensões e com esses tensores se pode calcular a distância geodésica

da seguinte forma:

d(θa, θb) =

∣∣∣∣∣

∫ θb

θa

[ M∑

i=1

M∑

j=1

gij(θ)dθidθj

] 1
2

∣∣∣∣∣ (5.6)

Rao (1945) descreveu um espaço paramétrico de uma mesma famı́lia de distribuições

de probabilidades como uma variedade de Riemann, derivando distâncias geodésicas

a partir da divergência de Kullback Leiber. Essas distâncias poderiam então ser usa-

das como métricas de similaridades entre duas distribuições distintas pertencentes a uma

mesma famı́lia de probabilidade.

Tabela 5.1. (h, φ)-entropies and their respective h(x), φ(x) functions

(h, φ)-entropy h(x) φ(x)

Arimoto (xs − 1)/(s− 1) x
1
s , s > 0, s 6= 1

Havrda-Charvát x (xs − x)/(s− 1), s > 0, s 6= 1

Rényi log(x)/(s− 1) xs, s > 0, s 6= 1

Shannon x −xlog(x)

Tsallis (x− 1)/(s− 1) xs, s > 0, s 6= 1

Menéndez et al. (1997) propuseram um método geral para gerar distâncias geodésicas

para (h, φ)-entropias, introduzidas por Salicrú et al. (1993). A variedade para o espaço

paramétrico onde será calculada a distância geodésica é a entropia associada à distribuição

de probabilidade fP e é dada por:

Hh
φ = h

[ ∫

I

φ(fP (x; θ))dx
]

(5.7)
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Nessa abordagem se utiliza a Hessiana da entropia no espaço tangente como

métrica de distância. Dessa forma os tensores gij são descritos como:

gij (θ) =

h′′
[ ∫

I

φ(fP (x; θ))dx
] ∫

I

φ′(fP (x; θ))
∂fP (x; θ)

∂θi
dx

×
∫

I

φ′(fP (x; θ))
∂fP (x; θ)

∂θj
dx+ h′

[ ∫

I

φ(fP (x; θ))dx
]

×
∫

I

φ′′(fP (x; θ))
∂fP (x; θ)

∂θi

∂fP (x; θ)

∂θj
dx (5.8)

sendo θa e θb os vetores de parâmetros, fP (x; θ) a função de densidade de probabilidade

e I seu intervalo de suporte, (0,∞) para o caso das distribuições Gama.

Nesse trabalho são utilizadas as (h, φ)-entropias descritas na tabela 5.1. Na figura

5.1 está plotada a entropia Hh
φ de Arimoto associada à distribuição Gama com s = 1.1.

Figura 5.1. Entropia Hh
φ Arimoto associada a Gama.

Para a distribuição Gama só foi possı́vel achar uma fórmula fechada para a distância

geodésica derivada da entropia de Shannon. Para as demais foi possı́vel calcular os termos

gij , então foi utilizada integração numérica para calcular a distância d(θa, θb).
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Distância de Shannon para Distribuição Gama:

d(θ1, θ2) =
∣∣∣(β1 − 2α1 log(β1)− β1 log(β1) + log Γ(α1))

1
2

−(β2 − 2α2 log(β2)− β2 log(β2) + log Γ(α2))
1
2

∣∣∣ (5.9)

Para a entropia de Tsallis os resultados finais das distâncias calculadas de forma

numérica foram equivalentes ao obtidos pela entropia Havrda-Charvát, apesar dos valores

dos tensores gij distintos. Observando os trabalhos Santos (2017) e Santos & Mascare-

nhas (2019), ao comparar distâncias geodésicas para as distribuições Rayleigh e Fisher-

Tippett, as fórmulas de distâncias encontradas para ambas entropias são iguais.
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6 Método de Filtragem Geodésico

O filtro para redução de ruı́do Poisson em sinogramas proposto se baseia na abor-

dagem de Evangelista (2017). No nosso método, o NLM é modificado para utilização de

distâncias geodésicas entre distribuições Gama, onde os parâmetros são estimados para a

distribuição a posteriori pela abordagem Bayesiana.

As distâncias geodésicas para a distribuição Gama utilizando as entropias Shan-

non, Arimoto, Havrda-Charvát, e Rényi são calculadas com base no método proposto em

Menéndez et al. (1997).

O método possui como entrada os tamanhos da janela de busca e da janela de si-

milaridade, e o parâmetro h que controla a intensidade do filtro. A filtragem do sinograma

se dá da seguinte forma:

•Inicialmente são calculados os valores estimados para os parâmetros α e β da

distribuição posteriori. Como descrito na seção 5.2.1, para o cálculo dos parâmetros,

o sinograma é filtrado com um filtro das médias com janela de tamanho 3×3, e os

valores de média e variância são calculados também em uma janela de tamanho

3× 3. Esses parâmetros são então normalizados.

•Caso a entropia utilizada seja Arimoto, Havrda-Charvát ou Rényi, o cálculo das

distâncias geodésicas se dá de forma numérica, assim a tabela correspondente é

carregada em memória, seção 6.1.

•O sinograma é então filtrado com o NLM modificado.

–As distâncias geodésicas são calculadas para cada pixel da janela de simi-

laridade.

–A distância entre dois patches é a soma das distâncias geodésicas.
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6.1. Cálculo das Distâncias Geodésicas Numéricas

Para o cálculo das distâncias geodésicas de forma numérica são geradas três tabe-

las, para gαα, gαβ , e gββ . Os valores são avaliados em escala logarı́tmica de base 2 para

ambas dimensões do espaço paramétrico. Para o parâmetro α os valores variam de 2−11,2

até 20, em passos de 20,005. Para o parâmetro β os valores variam de 2−7 até 20, em passos

de 20,0028.

Para se obter a tabela Gαα integra-se a tabela dos valores gαα duas vezes em α.

Para a tabela Gαβ , os valores de gαβ são integrados em ambas coordenadas. A tabela Gββ

é obtida pela integração dos valores gββ integrados duas vezes em β.

Para obter a tabela final para o cálculo da distância as três tabelas são somadas,

Gαβ sendo somada duas vezes. Para cada valor resultante é calculada a raiz quadrada.

G[α, β] =
(
Gαα[α, β] + 2×Gαβ[α, β] +Gββ[α, β]

) 1
2

(6.1)

As fórmulas para os tensores gαα, gαβ , e gββ para as entropias Arimoto, Havrda-

Charvát, e Rényi encontram-se no Anexo 9.1.

6.2. Processo de Filtragem

Inicia-se o processo de filtragem calculando os parâmetros pré-estimados como

descritos em 5.5. Esses parâmetros são então normalizados para valores entre 0 e 1.

Para as distâncias de Arimoto, Havrda-Charvát, e Rényi as tabelas G[α, β] são

carregadas em memória.

Para a comparação entre janelas de similaridade do NLM, a distância geodésica

é calculada para cada pixel da janela, e a distância entre as duas janelas é dada pelo

somatório dessas distâncias. O peso wij usado no cálculo do NLM é dado pela seguinte

equação.

wij = exp

(
−∑P d(θi−p, θj−p)

h2

)
(6.2)
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Para a entropia de Shannon, a distância entre dois pixels é dada pela fórmula 5.9.

Para as demais entropias, a distância é calculada pela diferença entre os valores da tabela

G[α, β] avaliados nas células mais próximas aos parâmetros de cada um dos dois pixels.

d(θi, θj) = G[αi, βi]−G[αj, βj] (6.3)
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7 Método de Avaliação de Resultados

Para avaliar os resultados de um método ao filtrar um phantom real, os dados

de projeções são transformados em integrais de linha (equação 2.2) para serem então

reconstruı́dos.

λ′i = ln(
λ0

λi
) (7.1)

No phantom simulado de Shepp-Logan não se aplica o logaritmo pois as projeções

são obtidas diretamente da transformada de Radon, sem atenuação exponencial.

A imagem obtida é avaliada em relação à imagem reconstruı́da do sinograma sem

ruı́do e os resultados são comparados com os obtidos com os da imagem reconstruı́da

ruidosa e com os demais métodos descritos no capı́tulo 4. As métricas utilizadas para

comparação são descritas na seção 7.4.

7.1. Conjunto de Testes

O conjunto de teste utilizado nesse trabalho é composto pelo phantom de Shepp-

Logan (simulando um corte do cérebro humano) assim como cinco sinogramas de phan-

toms reais gentilmente cedidos pelo Prof. Dr. Paulo Estevão Cruvinel da EMBRAPA-

CNPDIA.

Os sinogramas ruidosos foram obtidos através de exposição de 3 segundos por

ponto de projeção, enquanto que os phantoms considerados livres de ruı́do foram obtidos

com exposição de 20 segundos por ponto de projeção.

A energia do raio-X utilizada foi de 59, 5keV , o escaneamento tomográfico foi

realizado em uma rotação angular de 180◦ com um passo de 1mm.
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(a)
Shepp-
Logan

(b)
Asym-
me-
tric

(c) Sym-
me-
tric

(d) Ho-
mo-
ge-
ne-
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(e) Wood
1

(f) Wood
2

Figura 7.1. Imagens de referência livres de ruı́do reconstruı́das com POCS

Shepp-Logan

O sinograma ruidoso de Shepp-Logan foi simulado ao calcular a transformada de

Radon na imagem e introduzido ruı́do Poisson nas projeções.O sinograma é construı́do ao

se aplicar a transformada de Radon sobre a imagem original. Aplicando a Transformada

Inversa de Radon para obter a imagem reconstruı́da, a equação 7.1 é modificada para não

utilizar a operação logarı́tmica .

λ′i =
λ0

λi
(7.2)
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Assimétrico

O phantom real Assimétrico foi obtido por um cilindro de PEXIGLASS R© de

96mm de diâmetro com 10 buracos preenchidos com ar, com tamanhos variando de

0.5mm a 5mm. A matriz de projeções possui tamanho 100× 100.

Simétrico

O phantom Simétrico foi obtido por um cilindro de pexiglass de 76mm de diâmetro

com 4 buracos, 2 preenchidos com alumı́nio e 2 com ar. A matriz de projeções possui ta-

manho 80× 80.

Homogêneo

O phantom Homogêneo foi obtido por um cilindro de pexiglass de 76mm de

diâmetro e 2mm de espessura cheio de água. A matriz de projeções possui tamanho

80× 80.

Madeira 1

O phantom Madeira 1 foi obtido pelo escaneamento de um tronco de Eucalyptus

Saligna de 70mm de diâmetro. A matriz de projeções possui tamanho 76× 76.

Madeira 2

O phantom Madeira 2 foi obtido pelo escaneamento de um tronco de Pinus Elliot-

tii de formato cúbico de tamanho 50mm×50mm×50mm. A matriz de projeções possui

tamanho 62× 62.
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7.2. Métodos Avaliados

Nesse trabalho avaliamos os métodos de filtragem utilizando o NLM geodésico

para as seguintes entropias:

1.Shannon, é feita a comparação com a fórmula fechada para a distância.

2.Arimoto, é feita a comparação a partir da tabela gerada para essa entropia avaliada

com o parâmetro s = 1.1.

3.Havrda-Charvát, é feita a comparação numérica com o parâmetro s = 0.8.

4.Rényi, é feita a comparação numérica com o parâmetro s = 0.1.

Comparamos o método proposto com o NLM original mas aplicado no domı́nio

Anscombe, o método Poisson-NLM, o método SP-NLM para as distâncias descritas no

capı́tulo 4, o método NLM estocástico também para as quatro distâncias descritas, e o

método BM3D aplicado no domı́nio Anscombe.

7.3. Parâmetros Considerados na reconstrução

Para avaliar os métodos baseados em NLM, filtragens foram feitas variando o

tamanho das janelas de busca, janelas de similaridade, e do parâmetro h. Os métodos

Stochastic Poisson NLM calcula o parâmetro h de forma automática, assim só foi utili-

zado o valor calculado pelo próprio método. Enquanto que o método BM3D não depende

desses parâmetros.

Foram consideradas janelas de busca de tamanho 5 × 5 até 11 × 11. Para janelas

de similaridade foram consideradas janelas de tamanho 5× 5 até o tamanho da janela de

busca sendo utilizado.

O parâmetro h foi variado entre 0.1 e 0.5. Com exceção dos phantoms homogêneo

e Shepp-Logan que variaram entre 0.2 e 0.6.

7.4. Métricas

Com a imagem reconstruı́da do sinograma filtrado, ela é comparada com uma ima-

gem reconstruı́da a partir do sinograma de referência, sem ruı́do, utilizando duas métricas

de similaridade PSNR e SSIM.
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Essa comparação também é feita para a imagem reconstruı́da do sinograma rui-

doso não filtrado sendo usada como um ponto de referência.

Os valores obtidos nessas métricas variam consideravelmente entre cada caso de

teste. Assim os resultados devem ser considerados com base na melhora em relação à

imagem ruidosa ou aos resultados obtidos por outros métodos.

7.4.1. Peak Signal to Noise Ratio (PSNR)

Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) é um ı́ndice de similaridade que compara a

potência máxima que o sinal pode assumir (MAXY ) e o erro médio quadrático entre as

duas imagens sendo comparadas.

Os valores são apresentados em dB, e à medida que as imagens se assemelham o

valor da métrica tende ao infinito positivo.

PSNR(Y,X) = 10 log10

(
MAX2

Y

MSE(Y,X)

)
(7.3)

onde X e Y são as duas imagens sendo comparadas e o erro quadrático é dado por:

MSE(Y,X) =
1

N

∑

i=1

N(yi − xi)2 (7.4)

xi e yi são os pixels das imagens X e Y , respectivamente, na posição i, e N é o total de

pixels da imagem.

7.4.2. Strucural Similarity Index (SSIM)

Desenvolvido por Wang et al. (2004), Structural Similarity Index (SSIM) é outro

ı́ndice de similaridade que procura simular o sistema visual humano, levando em conta a

comparação das imagens em três critérios, luminância, contraste e estrutura.

A comparação é feita entre várias janelas das imagens. Os valores dessa métrica

variam entre 0 e 1, sendo maior a medida que as imagens se assemelham, sendo 1 para

imagens idênticas.

SSIM(Y,X) = L(Y,X)α · C(Y,X)β · S(Y,X)γ (7.5)

onde L(Y,X) é a comparação de luminância, C(Y,X) é a comparação de contaste e

S(Y,X) comparação de estrutura. α, β e γ são parâmetros estritamente positivos que
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controlam a importância de cada critério.

L(Y,X) =

(
2µy2µx + C1

µ2
y + µ2

x + C1

)
(7.6a)

C(Y,X) =

(
2σy2σx + C2

σ2
y + σ2

x + C2

)
(7.6b)

S(Y,X) =

(
σy,x + C3

σyσx + C3

)
(7.6c)

onde µy e µx são as médias das janelas de Y e X respectivamente, σ2
y e σ2

x suas respec-

tivas variâncias e σy,x a covariância entre as janelas. Os valores das constantes são os

recomendados por Wang et al. (2004).

α = β = γ = 1,

C1 = (K1L)2, C2 = (K2L)2, C3 = C2/2,

K1 = 0, 001eK2 = 0, 003.

onde L é o maior valor que Y pode assumir.
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8 Resultados

Nesse capı́tulo são expostos os melhores resultados obtidos pelos métodos avalia-

dos para os seis phantoms do conjunto de teste.

Os parâmetros, tamanho da janela de busca, tamanho da janela de similaridade e

parâmetro de intensidade do filtro h utilizados para obter esses resultados são indicados.

O método SP-NLM não tem como entrada o parâmetro de intensidade h, pois esse

é calculado de forma automática. O método BM3D não é um método baseado em NLM

e não possui os parâmetros de entrada especificados.

Nas tabelas apresentadas para cada phantom, em cada uma das quatro métricas,

os melhores resultados obtidos são apresentados em negrito e os segundos melhores em

sublinhado.
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8.1. Resultados Shepp-Logan

Tabela 8.1. Resultados Shepp-Logan

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 14.51 0.25 20.22 0.62
Shannon 9× 9 5× 5 0.55 20.98 0.76 20.74 0.89
Shannon 11× 11 11× 11 0.60 20.45 0.72 22.11 0.88

Arimoto s = 1.1 11× 11 9× 9 0.65 21.14 0.81 20.46 0.90
Arimoto s = 1.1 11× 11 11× 11 0.35 20.40 0.72 22.14 0.88

Havrda Charvát s = 0.8 9× 9 5× 5 0.60 21.09 0.77 20.76 0.89
Havrda Charvát s = 0.8 15× 15 9× 9 0.60 20.43 0.80 21.68 0.90

Rényi s = 0.1 9× 9 5× 5 0.60 21.07 0.77 20.81 0.89
Rényi s = 0.1 15× 15 9× 9 0.60 20.46 0.80 21.67 0.90

NLM 15× 15 11× 11 0.60 20.36 0.61 21.69 0.86
NLM 7× 7 7× 7 0.60 19.40 0.49 21.86 0.81

P-NLM 13× 13 11× 11 0.40 21.20 0.72 20.86 0.88
P-NLM 9× 9 5× 5 0.20 19.02 0.50 21.77 0.82

SP-NLM Bhattacharyya 15× 15 7× 7 18.57 0.69 17.70 0.81
SP-NLM Bhattacharyya 7× 7 7× 7 17.28 0.70 18.11 0.85

SP-NLM Hellinger 15× 15 7× 7 18.71 0.72 17.67 0.83
SP-NLM Hellinger 7× 7 5× 5 17.09 0.69 18.00 0.85

SP-NLM KL 15× 15 7× 7 18.84 0.73 17.64 0.84
SP-NLM KL 7× 7 7× 7 17.82 0.71 18.33 0.86

SP-NLM Rényi 15× 15 7× 7 18.68 0.70 17.69 0.82
SP-NLM Rényi 7× 7 5× 5 17.55 0.71 18.16 0.85

G-NLM Bhattacharyya 11× 11 11× 11 0.30 20.07 0.72 22.20 0.89
G-NLM Bhattacharyya 11× 11 11× 11 0.60 20.02 0.77 21.76 0.90

G-NLM Hellinger 11× 11 9× 9 0.65 20.92 0.80 20.51 0.89
G-NLM Hellinger 11× 11 11× 11 0.60 20.10 0.78 21.63 0.90

G-NLM KL 9× 9 5× 5 0.55 20.97 0.76 20.87 0.89
G-NLM Rényi 11× 11 11× 11 0.50 20.10 0.73 22.19 0.89
G-NLM Rényi 11× 11 9× 9 0.60 20.62 0.78 21.49 0.90

BM3D 21.00 0.81 21.30 0.89
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Na métrica PSNR com reconstrução FBP o melhor resultado foi o P-NLM de

Deledalle et al. (2010) o segundo melhor foi o método proposto para entropia de Arimoto.

Na métrica PSNR com reconstrução POCS os melhores resultados foram os obti-

dos pelo método de Evangelista (2017).

Nas métricas SSIM, para ambas reconstruções, o método proposto, o método de

Evangelista e o BM3D obtiveram os melhores resultados.

Avaliando o método proposto, considerando os melhores resultados de cada uma

das entropias utilizadas, o método que obteve o pior resultado PSNR para FBP foi Shan-

non com 20,98 dB, que difere em apenas 0,22dB do melhor resultado obtido global.

Para PSNR com reconstrução POCS, Rényi obteve 21,67dB, que difere do melhor

resultado em 0,53dB.

Figura 8.1. Imagens dos resultados Shepp-Logan para reconstrução FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
9x9;5x5;0.55

Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
11x11;9x9;0.65

Arimoto
11x11;11x11;0.35

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.60

Havrda Charvát
15x15;9x9;0.60

Rényi
9x9;5x5;0.60

Rényi
15x15;9x9;0.60

NLM
15x15;11x11;0.60

NLM
7x7;7x7;0.60
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P-NLM
13x13;11x11;0.4

P-NLM
9x9;5x5;0.20

SP-NLM Bhattacharyya
15x15;7x7

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
15x15;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
15x15;7x7

SP-NLM KL
7x7;7x7

SP-NLM Rényi
15x15;7x7

SP-NLM Rényi
7x7;5x5

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.30

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.60

G-NLM Hellinger
11x11;9x9;0.65

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.60

G-NLM KL
9x9;5x5;0.55

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.50

G-NLM Rényi
11x11;9x9;0.60

BM3D
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Figura 8.2. Imagens dos resultados Shepp-Logan para reconstrução POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
9x9;5x5;0.55

Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
11x11;9x9;0.65

Arimoto
11x11;11x11;0.35

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.60

Havrda Charvát
15x15;9x9;0.60

Rényi
9x9;5x5;0.60

Rényi
15x15;9x9;0.60

NLM
15x15;11x11;0.60

NLM
7x7;7x7;0.60

P-NLM
13x13;11x11;0.4

P-NLM
9x9;5x5;0.20

SP-NLM Bhattacharyya
15x15;7x7

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
15x15;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
15x15;7x7

SP-NLM KL
7x7;7x7
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SP-NLM Rényi
15x15;7x7

SP-NLM Rényi
7x7;5x5

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.30

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.60

G-NLM Hellinger
11x11;9x9;0.65

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.60

G-NLM KL
9x9;5x5;0.55

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.50

G-NLM Rényi
11x11;9x9;0.60

BM3D
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8.2. Resultados Assimétrico

Tabela 8.2. Resultados Assimétrico

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 16.52 0.52 24.27 0.85
Shannon 11× 11 11× 11 0.60 20.89 0.69 28.85 0.91

Arimoto s = 1.1 11× 11 7× 7 0.40 21.18 0.70 28.93 0.91
Arimoto s = 1.1 11× 11 11× 11 0.50 21.04 0.70 29.11 0.91

Havrda Charvát s = 0.8 9× 9 5× 5 0.20 21.24 0.70 29.04 0.91
Havrda Charvát s = 0.8 9× 9 7× 7 0.25 21.19 0.70 29.15 0.91

Rényi s = 0.1 11× 11 7× 7 0.25 21.16 0.70 29.00 0.91
Rényi s = 0.1 15× 15 11× 11 0.35 21.03 0.70 29.15 0.91

NLM 15× 15 11× 11 0.50 20.10 0.67 26.87 0.90
NLM 13× 13 11× 11 0.50 19.94 0.67 26.91 0.90

P-NLM 13× 13 5× 5 0.40 20.81 0.68 28.46 0.90
P-NLM 9× 9 9× 9 0.50 20.47 0.65 28.85 0.90

SP-NLM Bhattacharyya 7× 7 5× 5 20.17 0.65 26.53 0.89
SP-NLM Hellinger 7× 7 5× 5 18.78 0.62 23.92 0.88

SP-NLM KL 9× 9 9× 9 20.96 0.68 28.64 0.91
SP-NLM KL 13× 13 11× 11 20.78 0.69 28.72 0.91

SP-NLM Rényi 9× 9 9× 9 20.77 0.67 28.21 0.90
SP-NLM Rényi 7× 7 7× 7 20.72 0.67 28.32 0.90

G-NLM Bhattacharyya 15× 15 9× 9 0.15 21.24 0.70 29.06 0.91
G-NLM Bhattacharyya 13× 13 11× 11 0.20 21.13 0.70 29.11 0.91

G-NLM Hellinger 15× 15 9× 9 0.15 21.24 0.70 29.06 0.91
G-NLM Hellinger 13× 13 11× 11 0.20 21.13 0.70 29.11 0.91

G-NLM KL 15× 15 11× 11 0.40 21.14 0.70 29.07 0.91
G-NLM Rényi 15× 15 9× 9 0.20 21.26 0.70 29.04 0.91
G-NLM Rényi 11× 11 11× 11 0.25 21.14 0.70 29.14 0.91

BM3D 21.46 0.72 29.67 0.92
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Para o phantom Assimétrico o método BM3D foi o que obteve os melhores resul-

tados em todas as métricas.

O método proposto obteve resultados semelhantes aos de Evangelista. Os resulta-

dos obtidos por esses dois métodos foram inferiores a apenas o BM3D.

Nesse phantom o método SP-NLM obtém valores de SSIM na reconstrução POCS

comparável aos demais métodos baseados em NLM, sendo inferior nas demais métricas.

Figura 8.3. Imagens dos resultados do phantom Assimétrico para reconstrução
FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
11x11;7xx7;0.40

Arimoto
11x11;11x11;0.50

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.20

Havrda Charvát
9x9;7x7;0.27

Rényi
11x11;7xx7;0.25

Rényi
15x15;11x11;0.35

NLM
15x15;11x11;0.50

NLM
13x13;11x11;0.50
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P-NLM
13x13;5x5;0.40

P-NLM
9x9;9x9;0.50

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
9x9;9x9

SP-NLM KL
13x13;11x11

SP-NLM Rényi
9x9;9x9

SP-NLM Rényi
7x7;7x7

G-NLM Bhattacharyya
15x15;9x9;0.15

G-NLM Bhattacharyya
13x13;11x11;0.20

G-NLM Hellinger
15x15;9x9;0.15

G-NLM Hellinger
13x13;11x11;0.20

G-NLM KL
15x15;11x11;0.40

G-NLM Rényi
15x15;9x9;0.20

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.25

BM3D
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Figura 8.4. Imagens dos resultados do phantom Assimétrico para reconstrução
POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
11x11;7xx7;0.40

Arimoto
11x11;11x11;0.50

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.20

Havrda Charvát
9x9;7x7;0.27

Rényi
11x11;7xx7;0.25

Rényi
15x15;11x11;0.35

NLM
15x15;11x11;0.50

NLM
13x13;11x11;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.40

P-NLM
9x9;9x9;0.50

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
9x9;9x9

SP-NLM KL
13x13;11x11

SP-NLM Rényi
9x9;9x9

SP-NLM Rényi
7x7;7x7
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G-NLM Bhattacharyya
15x15;9x9;0.15

G-NLM Bhattacharyya
13x13;11x11;0.20

G-NLM Hellinger
15x15;9x9;0.15

G-NLM Hellinger
13x13;11x11;0.20

G-NLM KL
15x15;11x11;0.40

G-NLM Rényi
15x15;9x9;0.20

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.25

BM3D
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8.3. Resultados Simétrico

Tabela 8.3. Resultados Simétrico

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 20.54 0.45 27.51 0.80
Shannon 9× 9 5× 5 0.40 27.88 0.72 34.00 0.95
Shannon 11× 11 11× 11 0.60 27.20 0.69 34.42 0.95

Arimoto s = 1.1 9× 9 5× 5 0.35 27.81 0.71 33.91 0.95
Arimoto s = 1.1 15× 15 7× 7 0.50 27.45 0.72 33.68 0.94

Havrda Charvát s = 0.8 9× 9 5× 5 0.25 27.70 0.71 33.27 0.92
Havrda Charvát s = 0.8 5× 5 5× 5 0.20 27.02 0.69 34.42 0.94

Rényi s = 0.1 9× 9 5× 5 0.25 27.77 0.72 33.91 0.95
Rényi s = 0.1 5× 5 5× 5 0.20 27.20 0.69 34.50 0.95

NLM 13× 13 11× 11 0.50 26.27 0.63 33.35 0.93
P-NLM 13× 13 5× 5 0.55 28.00 0.72 33.80 0.95
P-NLM 13× 13 11× 11 0.30 27.56 0.71 34.57 0.95

SP-NLM Bhattacharyya 7× 7 5× 5 25.17 0.66 31.09 0.91
SP-NLM Hellinger 7× 7 5× 5 25.27 0.67 32.37 0.92

SP-NLM KL 7× 7 5× 5 24.90 0.65 30.89 0.91
SP-NLM Rényi 7× 7 7× 7 24.83 0.65 31.13 0.91

G-NLM Bhattacharyya 11× 11 7× 7 0.25 27.42 0.72 33.93 0.95
G-NLM Bhattacharyya 11× 11 11× 11 0.20 27.52 0.70 34.42 0.95

G-NLM Hellinger 9× 9 5× 5 0.15 27.81 0.71 34.02 0.95
G-NLM Hellinger 11× 11 11× 11 0.20 27.51 0.70 34.43 0.95

G-NLM KL 15× 15 11× 11 0.50 27.70 0.72 33.20 0.95
G-NLM KL 7× 7 5× 5 0.40 26.88 0.70 33.99 0.95

G-NLM Rényi 9× 9 5× 5 0.20 27.78 0.71 33.95 0.95
G-NLM Rényi 11× 11 11× 11 0.30 27.55 0.71 34.35 0.95

BM3D 27.34 0.72 33.27 0.95
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P-NLM obteve os melhores resultados em todas as condições.

Com o método proposto e PSNR e FBP, para cada entropia há um resultado melhor

que o BM3D.

Para PSNR com reconstrução POCS todos os resultados são superiores ao BM3D.

Método proposto com resultados semelhantes aos de Evangelista.

Figura 8.5. Imagens dos resultados do phantom Simétrico para reconstrução
FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
9x9;5x5;0.40

Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
9x9;5x5;0.35

Arimoto
15x15;7x7;0.50

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.25

Havrda Charvát
5x5;5x5;0.20

Rényi
9x9;5x5;0.25

Rényi
5x5;5x5;0.20

NLM
13x13;11x11;0.50
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P-NLM
13x13;5x5;0.55

P-NLM
13x13;11x11;0.30

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
7x7;5x5

SP-NLM Rényi
7x7;7x7

G-NLM Bhattacharyya
11x11;7x77;0.25

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.20

G-NLM Hellinger
9x9;5x5;0.15

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.20

G-NLM KL
15x15;11x11;0.50

G-NLM KL
7x7;5x5;0.40

G-NLM Rényi
9x9;5x5;0.20

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.30

BM3D
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Figura 8.6. Imagens dos resultados do phantom Simétrico para reconstrução
POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
9x9;5x5;0.40

Shannon
11x11;11x11;0.60

Arimoto
9x9;5x5;0.35

Arimoto
15x15;7x7;0.50

Havrda Charvát
9x9;5x5;0.25

Havrda Charvát
5x5;5x5;0.20

Rényi
9x9;5x5;0.25

Rényi
5x5;5x5;0.20

NLM
13x13;11x11;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.55

P-NLM
13x13;11x11;0.30

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
7x7;5x5

SP-NLM Rényi
7x7;7x7

G-NLM Bhattacharyya
11x11;7x77;0.25

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.20
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G-NLM Hellinger
9x9;5x5;0.15

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.20

G-NLM KL
15x15;11x11;0.50

G-NLM KL
7x7;5x5;0.40

G-NLM Rényi
9x9;5x5;0.20

G-NLM Rényi
11x11;11x11;0.30

BM3D
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8.4. Resultados Homogêneo

Tabela 8.4. Resultados Homogêneo

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 13.35 0.12 15.47 0.42
Shannon 15× 15 5× 5 0.60 18.62 0.32 19.98 0.65
Shannon 13× 13 5× 5 0.60 18.57 0.32 19.93 0.66

Arimoto s = 1.1 15× 15 5× 5 0.60 18.92 0.33 20.00 0.66
Havrda Charvát s = 0.8 15× 15 5× 5 0.40 18.93 0.34 20.82 0.68
Havrda Charvát s = 0.8 11× 11 5× 5 0.60 16.90 0.33 20.86 0.70

Rényi s = 0.1 15× 15 5× 5 0.35 18.84 0.32 19.83 0.65
Rényi s = 0.1 11× 11 5× 5 0.60 16.96 0.31 20.69 0.68

NLM 15× 15 11× 11 0.50 17.35 0.21 18.54 0.57
P-NLM 13× 13 7× 7 0.50 18.35 0.29 19.56 0.64

SP-NLM Bhattacharyya 13× 13 7× 7 17.57 0.35 22.84 0.73
SP-NLM Hellinger 7× 7 7× 7 18.05 0.35 20.61 0.71
SP-NLM Hellinger 13× 13 7× 7 16.96 0.34 22.35 0.72

SP-NLM KL 11× 11 7× 7 19.24 0.38 22.97 0.73
SP-NLM KL 13× 13 7× 7 17.66 0.37 23.07 0.74

SP-NLM Rényi 15× 15 7× 7 19.26 0.39 23.69 0.73
SP-NLM Rényi 13× 13 7× 7 18.61 0.39 23.05 0.74

G-NLM Bhattacharyya 15× 15 5× 5 0.30 19.34 0.32 19.66 0.65
G-NLM Bhattacharyya 15× 15 9× 9 0.50 17.62 0.33 20.53 0.69

G-NLM Hellinger 15× 15 5× 5 0.30 19.34 0.32 19.68 0.65
G-NLM Hellinger 15× 15 9× 9 0.50 17.63 0.33 20.52 0.69

G-NLM KL 9× 9 5× 5 0.50 18.66 0.31 17.80 0.61
G-NLM KL 15× 15 11× 11 0.50 18.14 0.30 18.63 0.65

G-NLM Rényi 15× 15 5× 5 0.45 19.36 0.32 19.66 0.65
G-NLM Rényi 15× 15 7× 7 0.50 18.38 0.33 19.90 0.67

BM3D 16.53 0.29 19.12 0.66
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PSNR com FBP: Evangelista obtém os melhores resultados, para as outras métricas

SP-NLM de Bindilatti & Mascarenhas (2013) obtém os melhores valores.

O método proposto possui resultados superiores ao BM3D em todas as métricas.

Esse é o único phantom em que o método SP-NLM obtém valores superiores aos

demais métodos. Apenas em PSNR na reconstrução FBP o SP-NLM não tem o melhor

resultado.

Figura 8.7. Imagens dos resultados do phantom Homogêneo para reconstrução
FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
15x15;5x5;0.60

Shannon
13x13;5x5;0.60

Arimoto
15x15;5x5;0.60

Havrda Charvát
15x15;5x5;0.60

Havrda Charvát
11x11;5x5;0.60

Rényi
15x15;5x5;0.35

Rényi
11x11;5x5;0.60

NLM
15x15;11x11;0.50

P-NLM
13x13;7x7;0.50
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SP-NLM Bhattacharyya
13x13;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
13x13;7x7

SP-NLM KL
11x11;7x7

SP-NLM KL
13x13;7x7

SP-NLM Rényi
15x15;7x7

SP-NLM Rényi
13x13;7x7

G-NLM Bhattacharyya
15x15;5x5;0.30

G-NLM Bhattacharyya
15x15;9x9x0.50

G-NLM Hellinger
15x15;5x5;0.30

G-NLM Hellinger
15x15;9x9x0.50

G-NLM KL
9x9;5x5x0.50

G-NLM KL
15x15;11x11;0.50

G-NLM Rényi
15x15;5x5;0.45

G-NLM Rényi
15x15;7x7;0.50

BM3D
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Figura 8.8. Imagens dos resultados do phantom Homogêneo para reconstrução
POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
15x15;5x5;0.60

Shannon
13x13;5x5;0.60

Arimoto
15x15;5x5;0.60

Havrda Charvát
15x15;5x5;0.60

Havrda Charvát
11x11;5x5;0.60

Rényi
15x15;5x5;0.35

Rényi
11x11;5x5;0.60

NLM
15x15;11x11;0.50

P-NLM
13x13;7x7;0.50

SP-NLM Bhattacharyya
13x13;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
13x13;7x7

SP-NLM KL
11x11;7x7

SP-NLM KL
13x13;7x7

SP-NLM Rényi
15x15;7x7

SP-NLM Rényi
13x13;7x7

G-NLM Bhattacharyya
15x15;5x5;0.30

G-NLM Bhattacharyya
15x15;9x9x0.50
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SP-NLM Hellinger
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
13x13;7x7

SP-NLM KL
11x11;7x7

SP-NLM KL
13x13;7x7

SP-NLM Rényi
15x15;7x7

SP-NLM Rényi
13x13;7x7

G-NLM Bhattacharyya
15x15;5x5;0.30

G-NLM Bhattacharyya
15x15;9x9x0.50

G-NLM Hellinger
15x15;5x5;0.30

G-NLM Hellinger
15x15;9x9x0.50

G-NLM KL
9x9;5x5x0.50

G-NLM KL
15x15;11x11;0.50

G-NLM Rényi
15x15;5x5;0.45

G-NLM Rényi
15x15;7x7;0.50

BM3D



68

8.5. Resultados Madeira 1

Tabela 8.5. Resultados Madeira 1

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 21.91 0.68 34.08 0.91
Shannon 11× 11 11× 11 0.40 30.66 0.83 37.84 0.96
Shannon 7× 7 5× 5 0.40 28.84 0.82 38.48 0.96

Arimoto s = 1.1 7× 7 5× 5 0.30 29.11 0.83 38.46 0.96
Arimoto s = 1.1 11× 11 11× 11 0.50 29.03 0.84 37.63 0.97

Havrda Charvát s = 0.8 13× 13 11× 11 0.25 30.69 0.83 37.86 0.96
Havrda Charvát s = 0.8 11× 11 9× 9 0.25 29.43 0.84 38.12 0.97

Rényi s = 0.1 13× 13 11× 11 0.25 30.64 0.83 37.72 0.96
Rényi s = 0.1 13× 13 11× 11 0.30 29.61 0.84 37.64 0.97
Rényi s = 0.1 7× 7 5× 5 0.20 29.06 0.82 38.48 0.96

NLM 15× 15 11× 11 0.50 28.44 0.82 37.75 0.96
P-NLM 9× 9 5× 5 0.50 28.38 0.78 37.06 0.96
P-NLM 13× 13 5× 5 0.50 27.38 0.81 37.46 0.96

SP-NLM Bhattacharyya 7× 7 5× 5 23.32 0.70 21.38 0.92
SP-NLM Hellinger 7× 7 5× 5 21.10 0.63 20.21 0.88

SP-NLM KL 7× 7 5× 5 23.02 0.69 20.87 0.92
SP-NLM Rényi 7× 7 5× 5 22.94 0.69 20.78 0.92

G-NLM Bhattacharyya 11× 11 11× 11 0.10 30.58 0.83 37.48 0.96
G-NLM Bhattacharyya 7× 7 5× 5 0.10 28.77 0.81 38.05 0.96

G-NLM Hellinger 11× 11 11× 11 0.10 30.58 0.83 37.48 0.96
G-NLM Hellinger 7× 7 5× 5 0.10 28.77 0.81 38.05 0.96

G-NLM KL 13× 13 11× 11 0.20 30.54 0.82 37.13 0.96
G-NLM KL 7× 7 5× 5 0.20 29.23 0.80 38.00 0.96

G-NLM Rényi 9× 9 9× 9 0.10 30.52 0.82 37.13 0.96
G-NLM Rényi 11× 11 5× 5 0.10 29.83 0.81 38.01 0.96

BM3D 29.25 0.85 38.75 0.97
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Os melhores resultados para PSNR na reconstrução FBP foram obtidos pelo método

proposto. O BM3D obteve o melhor resultado com SSIM para reconstrução FBP, e PSNR

para reconstrução POCS. Em SSIM com POCS o método proposto obteve resultado si-

milar ao BM3D.

Para o phantom Madeira 1, Eucalyptus Saligna, o método proposto superou todos

os outros métodos baseados em BM3D.

Figura 8.9. Imagens dos resultados do phantom Madeira 1 para reconstrução
FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.40

Shannon
7x7;5x5;0.40

Arimoto
7x7;5x5;0.30

Arimoto
11x11;11x11;0.50

Havrda Charvát
13x13;11x11;0.25

Havrda Charvát
11x11;9x9;0.25

Rényi
13x13;11x11;0.25

Rényi
13x13;11x11;0.30

Rényi
7x7;5x5;0.20

NLM
15x15;11x11;0.50
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P-NLM
9x9;5x5;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.50

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
7x7;5x5

SP-NLM Rényi
7x7;5x5

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.10

G-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5;0.10

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.10

G-NLM Hellinger
7x7;5x5;0.10

G-NLM KL
11x11;11x11;0.20

G-NLM KL
7x7;5x5;0.20

G-NLM Rényi
9x9;9x9;0.10

G-NLM Rényi
11x11;5x5;0.10

BM3D
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Figura 8.10. Imagens dos resultados do phantom Madeira 1 para reconstrução
POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.40

Shannon
7x7;5x5;0.40

Arimoto
7x7;5x5;0.30

Arimoto
11x11;11x11;0.50

Havrda Charvát
13x13;11x11;0.25

Havrda Charvát
11x11;9x9;0.25

Rényi
13x13;11x11;0.25

Rényi
13x13;11x11;0.30

Rényi
7x7;5x5;0.20

NLM
15x15;11x11;0.50

P-NLM
9x9;5x5;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.50

SP-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5

SP-NLM Hellinger
7x7;5x5

SP-NLM KL
7x7;5x5

SP-NLM Rényi
7x7;5x5

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.10

G-NLM Bhattacharyya
7x7;5x5;0.10
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G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.10

G-NLM Hellinger
7x7;5x5;0.10

G-NLM KL
11x11;11x11;0.20

G-NLM KL
7x7;5x5;0.20

G-NLM Rényi
9x9;9x9;0.10

G-NLM Rényi
11x11;5x5;0.10

BM3D
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8.6. Resultados Madeira 2

Tabela 8.6. Resultados Madeira 2

FBP POCS

Métodos Busca Similaridade h
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Ruidoso 19.88 0.56 21.66 0.69
Shannon 11× 11 11× 11 0.40 26.33 0.68 29.95 0.89
Shannon 11× 11 11× 11 0.50 24.94 0.68 30.05 0.91

Arimoto s = 1.1 11× 11 11× 11 0.30 26.21 0.67 30.00 0.89
Arimoto s = 1.1 9× 9 9× 9 0.30 24.95 0.67 29.72 0.91

Havrda Charvát s = 0.8 5× 5 5× 5 0.15 26.39 0.68 29.50 0.90
Havrda Charvát s = 0.8 9× 9 9× 9 0.20 24.96 0.68 29.45 0.91
Havrda Charvát s = 0.8 7× 7 7× 7 0.15 25.93 0.65 30.62 0.89

Rényi s = 0.1 11× 11 11× 11 0.20 26.23 0.67 30.28 0.90
Rényi s = 0.1 7× 7 7× 7 0.15 25.70 0.64 30.45 0.89

NLM 13× 13 11× 11 0.50 24.64 0.68 28.23 0.87
NLM 15× 15 7× 7 0.50 23.89 0.66 28.55 0.88

P-NLM 13× 13 5× 5 0.30 25.76 0.67 30.79 0.90
P-NLM 13× 13 5× 5 0.20 25.10 0.65 30.45 0.91

SP-NLM Bhattacharyya 7× 7 7× 7 18.01 0.47 22.37 0.74
SP-NLM Hellinger 7× 7 7× 7 18.02 0.46 22.25 0.73

SP-NLM KL 7× 7 7× 7 18.00 0.47 22.41 0.74
SP-NLM Rényi 7× 7 7× 7 18.01 0.47 22.37 0.74

G-NLM Bhattacharyya 7× 7 7× 7 0.10 24.79 0.64 28.38 0.88
G-NLM Bhattacharyya 11× 11 11× 11 0.10 23.31 0.65 27.83 0.89

G-NLM Hellinger 7× 7 7× 7 0.10 24.79 0.64 28.38 0.88
G-NLM Hellinger 11× 11 11× 11 0.10 23.31 0.65 27.83 0.89

G-NLM KL 11× 11 11× 11 0.15 24.76 0.64 29.15 0.87
G-NLM Rényi 7× 7 7× 7 0.10 25.35 0.64 28.57 0.86
G-NLM Rényi 13× 13 7× 7 0.10 24.96 0.63 29.28 0.87

BM3D × × 24.80 0.72 31.43 0.92
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De forma similar ao phantom Madeira 1, nesse phantom de Pinus Elliottii os me-

lhores resultados para PSNR na reconstrução FBP foram obtidos pelo método proposto.

Para SSIM em FBP o BM3D obteve o melhor resultado, com o método proposto em

segundo.

Para reconstrução POCS o BM3D obteve os melhores resultados para ambas as

métricas. Para PSNR P-NLM obteve o segundo melhor resultado, e em SSIM o método

proposto se igualou ao P-NLM com segundo melhor resultado.

Figura 8.11. Imagens dos resultados do phantom Madeira 2 para reconstrução
FBP

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.40

Shannon
11x11;11x11;0.50

Arimoto
11x11;11x11;0.30

Arimoto
9x9;9x9;0.30

Havrda Charvát
5x5;5x5;0.15

Havrda Charvát
9x9;9x9;0.20

Havrda Charvát
7x7;7x7;0.15

Rényi
11x11;11x11;0.20

Rényi
7x7;7x7;0.15

NLM
13x13;11x11;0.50

NLM
15x15;7x7;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.30

P-NLM
13x13;5x5;0.20
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SP-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;7x7

SP-NLM KL
7x7;7x7

SP-NLM Rényi
7x7;7x7

G-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7;0.10

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.10

G-NLM Hellinger
7x7;7x7;0.10

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.10

G-NLM KL
11x11;11x11;0.10

G-NLM Rényi
7x7;7x7;0.10

G-NLM Rényi
13x13;7x7;0.10

BM3D



76

Figura 8.12. Imagens dos resultados do phantom Madeira 2 para reconstrução
POCS

Livre de Ruı́do Ruidosa Shannon
11x11;11x11;0.40

Shannon
11x11;11x11;0.50

Arimoto
11x11;11x11;0.30

Arimoto
9x9;9x9;0.30

Havrda Charvát
5x5;5x5;0.15

Havrda Charvát
9x9;9x9;0.20

Havrda Charvát
7x7;7x7;0.15

Rényi
11x11;11x11;0.20

Rényi
7x7;7x7;0.15

NLM
13x13;11x11;0.50

NLM
15x15;7x7;0.50

P-NLM
13x13;5x5;0.30

P-NLM
13x13;5x5;0.20
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SP-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7

SP-NLM Hellinger
7x7;7x7

SP-NLM KL
7x7;7x7

SP-NLM Rényi
7x7;7x7

G-NLM Bhattacharyya
7x7;7x7;0.10

G-NLM Bhattacharyya
11x11;11x11;0.10

G-NLM Hellinger
7x7;7x7;0.10

G-NLM Hellinger
11x11;11x11;0.10

G-NLM KL
11x11;11x11;0.10

G-NLM Rényi
7x7;7x7;0.10

G-NLM Rényi
13x13;7x7;0.10

BM3D
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8.7. Avaliação dos Resultados

É possı́vel observar pelos resultados obtidos que a utilização da reconstrução

POCS de um sinograma ruidoso sempre obtém imagens mais próximas às sem ruı́do do

que a reconstrução FBP.

Com exceção dos resultados obtidos no phantom homogêneo, o método SP-NLM

foi inferior aos demais métodos avaliados nesse trabalho.

Comparando as entropias utilizadas pelo método proposto neste trabalho, todas

elas obtiveram desempenho similares. Os resultados de Havrda Charvát e Rényi em es-

pecial obtiveram valores de métricas sempre próximos uns dos outros.

Apesar de apenas a distância Shannon ser a única calculada de forma exata, ao

comparar com as demais entropias, os resultados mostram que o cálculo numérico de

distâncias geodésicas é viável, não havendo degradação aparente do resultado pela utilização

de resultados não exatos para essas distâncias.

8.7.1. Método Proposto comparado ao de Evangelista

Com exceção dos phantoms Madeira 1 Madeira 2, o método proposto possui per-

formance semelhante ao de Evangelista.

No phantom simulado Shepp-Logan o método proposto possui desempenho supe-

rior na reconstrução FBP nas duas métricas PSNR e SSIM. O método de Evangelista foi

melhor na métrica PSNR utilizando a reconstrução POCS. Na métrica SSIM em POCS

os resultados das duas abordagens foram similares.

De forma inversa ao que ocorreu no Shepp-Logan, no phantom Assimétrico o

método de Evangelista obteve melhores resultados na reconstrução FBP para ambas métricas,

e o método proposto obteve resultado melhor para PSNR na reconstrução POCS. Ambos

os métodos obtiveram resultados similares na métrica SSIM com reconstrução POCS.

Para o phantom Simétrico, as duas abordagens obtiveram resultados semelhantes.
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No phantom Homogêneo os dois métodos obtiveram resultados similares para

SSIM em anbas formas de reconstrução. EM FBP o método de Evangelista obteve re-

sultados superiores para métrica PSNR, enquanto o método proposto obteve resultados

melhores em PSNR para reconstrução POCS.

Nos phantom Madeira 1 e Madeira 2 os resultados do método proposto foram

superiores em todas as métricas.

8.7.2. Método Proposto comparado ao P-NLM

Em três dos phantoms do conjunto de teste, o método proposto supera os resul-

tados de P-NLM em todas as métricas. Os phantoms são Assimétrico, Homogêneo e

Madeira 1.

No phantom Shepp-Logan P-NLM possui resultado superior em PSNR na reconstrução

FBP, enquanto o método proposto supera nas demais métricas.

Simétrico: o P-NLM possui melhores resultados PSNR para ambas reconstruções,

com as métricas SSIM obtiveram resultados equiparáveis.

Madeira 2 proposto possui melhores resultados em FBP nas duas métricas en-

quanto P-NLM possui melhores resultados em POCS também para as duas métricas.

8.7.3. Método Proposto Comparado ao BM3D

No phantom Homogêneo o método proposto foi superior ao BM3D em todas as

métricas. O BM3D obteve os melhores resultados em todas as métricas no phantom As-

simétrico. Nos phantoms Madeira 1 e Madeira 2, com exceção de PSNR na reconstrução

FBP, o BM3D obteve os melhores valores nas demais métricas.

Com exceção do phantom Homogêneo, o BM3D obteve os melhores valores de

SSIM. No phantom Shepp-Logan com reconstrução POCS, o BM3D obteve o segundo

melhor resultado, em SSIM, enquanto que nos demais phantoms obteve os melhores re-

sultados para todas métricas SSIM em ambas reconstruções.

Comparando com o método proposto, nos phantom Shepp-Logan e Simétrico o

BM3D obteve resultados similares em SSIM para ambas reconstruções. Mas o método

proposto obteve resultados superiores em PSNR para as duas reconstruções.



80

No phantom Assimétrio o BM3D possui resultados superiores em todas as métricas,

enquanto que no phantom Homogêneo o método proposto possui resultados superiores em

todas as métricas.

Nos phantoms Madeira 1 e Madeira 2 o método proposto obteve melhores resul-

tados em PSNR para reconstrução FBP enquanto o BM3D obteve resultados superiores

nas demais métricas.
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9 Conclusões e Trabalhos Futuros

Nesse trabalho filtramos sinograms provenientes de Tomografias Computadoriza-

das de Baixa Dosagem, alterando o algoritmo NLM ao substituir a distância Euclidiana

por distâncias estatı́sticas geodésicas para a distribuição Gama.

O método proposto foi comparado aos seguintes métodos: NLM, Poisson-NLM,

Stochastic-Poission NLM, NLM com Distâncias Estocásticas e BM3D. A avaliação dos

resultados foi feita por métricas de similaridade, PSNR e SSIM, entre a imagem recons-

truı́da do sinograma filtrado e a imagem reconstruı́da do sinograma livre de ruı́do.

Pela simplicidade matemática, o método proposto assume que o sinograma origi-

nal livre de ruı́do obedece a uma distribuição Gama, por essa ser conjugada da Poisson

(usada para modelar o ruı́do).Os resultados obtidos mostram que a abordagem de utili-

zar as distribuições conjugadas Gama e Poisson é viável, obtendo entre os melhores dos

métodos baseados em NLM e comparáveis ao BM3D.

No decorrer do desenvolvimento desse trabalho obtivemos uma solução fechada

para uma distância geodésica, a de Shannon, para a distribuição Gama. Para nosso conhe-

cimento, nenhum trabalho anterior publicou uma solução fechada para esse modelo.

Para as entropias em que não foi possı́vel obter uma solução fechada para distância

geodésica foram utilizadas integrações numéricas com “look-up table” para o cálculo da

distância final. Observou-se que não houve perda na qualidade dos resultados quando

comparados ao valores obtidos pela distância geodésica para a entropia de Shannon.

Foi observado que a qualidade dos resultados obtidos varia consideravelmente

desentendendo do valor escolhido para o parâmetro h (equação 6.2). Como trabalho

futuro há a possiblidade de configurar de forma automática esse parâmetro. Outra opção

é configurar esse parâmetro de forma adaptativa, em que h assume valores distintos para

cada pixel sendo filtrado.
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Utilizar distâncias geodésicas entre distribuições conjugadas do ruı́do possui o

potencial de ser adaptado para outros domı́nios de dados, como imagens de radar de

abertura sintética e outras formas de imagens médicas como ressonância magnética.

O modelo de distâncias geodésicas se mostrou viável na comparação de “patches”

de sinograma de tomografia computadorizada. Assim, há a possibilidade de aplicar essas

distâncias na criação de descritores a serem usados em aplicações de reconhecimento de

padrões em CT.

Esse trabalho cumpriu o objetivo de se desenvolver um método de filtragem de

sinograma de tomografia computadorizada de baixa dosagem que fosse tão eficaz como

outros métodos no estado da arte. Obtivemos em seu decorrer uma solução fechada para

a distância geodésica segundo a distribuição Gama.

9.1. Artigo Submetido

Um artigo foi submetido ao IEEE Signal Processing Letters intitulado ”Bayesian

Tomographic Reconstruction at Low Counting Rates Using Geodesic Distances” com

autoria de Daniel de Almeida Góes e Nelson Delfino d’Ávila Mascarenhas.

O código do projeto foi publicado na plataforma CodeOcean no seguinte link:

https://doi.org/10.24433/CO.baa5e6c4-d046-4e20-8eb2-9077c1ce0dee
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Anexo

Nas equações abaixo γ é a constante de Euler-Mascheroni,

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− ln(n)

)

γ ≈ 0, 57721566

Hn é o número harmônico

Hn =
n∑

k=1

1

k

e ψ(m)(z) é a função polı́gama.

ψ(m)(z) =
dm+1

dzm+1
ln Γ(z)

Tensores gij para entropia Arimoto

Para a entropia de Arimoto o parâmetro s possui as seguintes restrições:

s > 0

s 6= 1

a+ s > 1

como a é normalizado, isto é, 0 < a ≤ 1, as restrições podem ser reescritas por:

s > 1
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Tensores gij para entropia Havrda-Charvát

Para a entropia de Havrda-Charvát o parâmetro s possui as seguintes restrições:

s > 0

s 6= 1

s(a− 1) > −1

como 0 < a ≤ 1, as restrições podem ser reescritas por:

0 < s < 1

gαα =

{
−1

b
s−asΓ((a− 1)s+ 1)

(
bs

Γ(a)

)s ((
H(a−1)s

)
2 − 2γH(a−1)s

− 2 log(s)H(a−1)s − 2ψ(0)(a)H(a−1)s + ψ(1)((a− 1)s+ 1)

+ 2ψ(0)(a) log(s) + ψ(0)(a)2 + 2γψ(0)(a) + log2(s) + 2γ log(s) + γ2
)}

gαβ =

{
1

b2
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(
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Γ(a)

)s (
s
(
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)
+H(a−1)s + sψ(0)(a)

− ψ(0)(a) + γs+ s log(s)− log(s)− γ + 1
)}
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
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s−as−2 (as+ s2 − 3s+ 2) Γ((a− 1)s+ 1)
(
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Γ(a)

)s

b3




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Tensores gij para entropia Rényi

Para a entropia de Havrda-Charvát o parâmetro s possui as mesmas restrições para

Havrda-Charvát.

0 < s < 1

gαα =

{
s
((
H(a−1)s

)
2 − 2γH(a−1)s − 2 log(s)H(a−1)s − 2ψ(0)(a)H(a−1)s

+ ψ(1)((a− 1)s+ 1) + 2ψ(0)(a) log(s) + ψ(0)(a)2 + 2γψ(0)(a) + log2(s)

+ 2γ log(s) + γ2
)
− s2(−ψ(0)((a− 1)s+ 1) + ψ(0)(a) + log(s))2

s− 1

}

gαβ =

{
s(−ψ(0)((a− 1)s+ 1) + ψ(0)(a) + log(s))

b

− s
(
−H(a−1)s

)
+H(a−1)s + sψ(0)(a)− ψ(0)(a) + γs+ s log(s)− log(s)− γ + 1

b

}

gββ =

{
s(−ψ(0)((a− 1)s+ 1) + ψ(0)(a) + log(s))

b

− s
(
−H(a−1)s

)
+H(a−1)s + sψ(0)(a)− ψ(0)(a) + γs+ s log(s)− log(s)− γ + 1

b

}
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Abstract—Low-dose computed tomography (LDCT) is motivated by concerns related to X-ray exposure. When reducing the exposure
time, the image may be badly degraded by noise. One of the strategies is to use adaptations of Non-Local Means for filtering. The NLM
algorithm filters an image using a non-local average weighted by a function of the Euclidean distance between two patches of the
image. Since geodesic distances induce a metric for dissimilarity between two distributions, they can be used to compare two patches
of an image. This paper alters the NLM for usage in sinogram denoising by changing the distance metric with a geodesic one that is
more representative for the Poisson noise that sinograms from LDCT are subject to. Among the geodetic distances evaluated, we
found a closed solution for the Shannon entropy for Gamma distributions. Comparisons are made with other NLM strategies as well as
state-of-the-art methods, achieving competitive results.

Index Terms—Low-dose CT, sinogram denoising, Poisson noise, geodesic distances.
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1 INTRODUCTION

R ECENTLY, there has been a great concern in the medical
community with the amount of radiation a patient un-

dergoes in computed tomography [1]. Simply reducing the
exposure time implies a loss of quality of the reconstructed
image. Therefore, it is necessary to adopt procedures for
filtering noise.

The proposal of this work is to filter the noise in the sino-
gram domain of low-dose CT images. In this domain, the
tomographic data acquisition process is performed through
the photon counting and the noise is modeled by a Poisson
probability distribution [2]. In a sinogram corrupted by
Poisson noise, the noise variance is equal to the average rate
of photons, so the noise is signal-dependent [3].

The Nonlocal Means (NLM) algorithm proposed by
Buades et al. [4] introduces a new method for filtering noisy
images with a nonlocal principle that is efficient in filtering
additive Gaussian noise. Patches of the image are compared
using Euclidean distance through a Gaussian kernel.

Stochastic geodesic distances can be used to compare
patches in an image [5]. Santos and Mascarenhas [6] have
used this approach to filter ultrasound data.

This work adapts the NLM algorithm for Poisson noise
filtering with a Bayesian approach, using the conjugated
Poisson and Gamma distributions and geodesic stochastic
distances for the Gamma distribution. Furthermore, the
proposed filters are compared with state-of-the-art filters of
the literature, with competitive results.

This paper is organized as follows. Section II presents the
theoretical foundation for this work describing the ideas and
methods used. Section III focus on geodesic distances, Sec-
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Universitário Campo Limpo Paulista (UNIFACCAMP), Campo Limpo
Paulista 13231-230, Brazil.
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tion IV explains how the images where reconstructed and
evaluated with their results in Section V. The conclusions
are in Section VI.

2 THEORETICAL FOUNDATION

2.1 Non-Local Means

Given a noisy image Y = {yi|i ∈ I}, resulting from the
degradation of an original, noise-free imageX = {xi|i ∈
I}, the algorithm proposed by Buades et al. [4] seeks to
obtain an estimate X̂ = {x̂i|i ∈ I} of the original image
X , computing x̂i through a weighted average between the
pixels of the image Y .

x̂i =
1

wi

∑

j∈B(i,r)

wijyj (1)

where 0 ≤ wij ≤ 1, wi =
∑
j∈B(i,r) wij and B(i, r)

indicates the search window centered at i, of r size. As
stated by Salmon [7], search windows with up to 15 × 15
in size guarantee good results. The weights wij of the filter
are dependent on the Euclidean distance between values of
the neighborhood pixels within i and j. The neighborhood
of a pixel or similarity window is defined by a square
window around the pixel to be estimated, and the size of
this window can vary. The weights wij are calculated as
follows:

wij = exp(
−1

h2
‖yi − yj‖22,a) (2)

where h is a parameter that controls the strength of
the filter and yi and yj are |P |-dimensional vectors of the
neighborhoods centered on i and j.

The parameter h controls the intensity of the filter. When
the value of h tends to zero (h → 0), the image approaches
the original noisy image and when it tends to infinity (h→
∞), the filter has results similar to a mean filter.
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The expression ‖yi − yj‖22,a represents the weighted
Euclidean distance using a Gaussian Kernel with standard
deviation a. In this work, this distance will be replaced by
geodesic distances through a Bayesian approach.

2.2 The Bayesian Approach and Conjugate Distribu-
tions: Poisson and Gamma

The aim of this paper is to develop a Bayesian approach for
filtering sinograms of CT images, which represents the set
of projections. The general expression for the Bayes rule is
given by:

Pr(X|Y ) =
Pr(Y |X)Pr(X)

Pr(Y )
(3)

As noted, samples in the sinogram follow the Poisson
distribution. Thus, the likelihood Pr(Y |X) in the Bayesian
expression is the Poisson distribution. To obtain the poste-
riori distribution we should, in principle, obtain the expres-
sion of the denominator of the Bayes expression, which in
general is not a trivial task. For the general case, one must
rely on numerical techniques such as Markov Chain Monte
Carlo or Variational methods [8] [9], which would make our
method computationally not feasible, as these procedures
would have to be repeated for each position in the similarity
window.

The adoption of a conjugate prior distribution Pr(X)
to the Poisson distribution is then necessary, obtaining the
a posteriori distribution of the same type of the a pri-
ori distribution. In the Poisson case, this conjugate is the
Gamma distribution and, as discussed below, the alpha and
beta hyperparameters that define the Gamma a posteriori
distribution are easily obtained from the corresponding
parameters of the gamma a priori distribution.

Moreover, the adoption of the gamma a priori distri-
bution for non-negative sinogram counting rates is also
physically convenient, since the Gamma distribution is not
defined in the negative half-line.

2.2.1 Parameter Estimation
For a priori Gamma distribution parameters α and β are
estimated through the method of moments from the mean
and variance within a set window size. α = µ2/var and
β = µ/var.
The parameters α̂ and β̂ for the posteriori distribution, used
in the denoising process, are also estimated through the
method of moments as follows:

α̂ = α+
∑n
i=1 yi (4)

β̂ = β + n (5)

3 GEODESIC DISTANCES

Geodesic distance is the shortest path between two points
through a surface. Rao [10] described the parametric space
of a probability distribution as a Riemannian manifold
and derived a metric for that topology using the Kull-
back–Leibler divergence.

Menéndez et al. [11] present a general method to gen-
erate geodesic distances based on the Hessian of a (h, φ)-
entropy introduced by Salicrú et al. [12]. The entropy asso-
ciated with a distribution, fP (x; θ), is given by:

Hh
φ = h

[ ∫

I

φ
(
fP (x; θ)

)
dx
]

(6)

Table 1 presents the (h, φ)-entropies used in this work.

TABLE 1: (h, φ)-entropies and their respective h(x), φ(x)
functions

(h, φ)-entropy h(x) φ(x)

Arimoto (xs − 1)/(s− 1) x
1
s , s > 0, s 6= 1

Havrda-Charvát x (xs − x)/(s− 1), s > 0, s 6= 1

Rényi log(x)/(s− 1) xs, s > 0, s 6= 1

Shannon x −xlog(x)

Tsallis (x− 1)/(s− 1) xs, s > 0, s 6= 1

Let P be a random variable with probability density
given by fP (x; θ), with support interval I , where θ =
θ1, θ2, ..., θM is the parameter vector. The geodesic distance
between points θa and θb in the parametric space Hh

φ is
given by [11]:

d(θa, θb) =

∣∣∣∣∣

∫ θb

θa

[ M∑

i=1

M∑

j=1

gij(θ)dθidθj

] 1
2

∣∣∣∣∣ (7)

where

gij(θ) =

h′′
[ ∫

I

φ
(
fP (x; θ)

)
dx
] ∫

I

φ′
(
fP (x; θ)

)∂fP (x; θ)

∂θi
dx

×
∫

I

φ′
(
fP (x; θ)

)∂fP (x; θ)

∂θj
dx

+h′
[ ∫

I

φ
(
fP (x; θ)

)
dx
]

×
∫

I

φ′′
(
fP (x; θ)

)∂fP (x; θ)

∂θi

∂fP (x; θ)

∂θj
dx (8)

3.1 Shannon geodesic distance for Gamma distribu-
tion
For the Gamma distribution, it was only possible to find the
expression of d(θa, θb) for the Shannon entropy. It is given
by:

d(θ1, θ2) =∣∣∣
(
β1 − 2α1 log(β1)− β1 log(β1) + log Γ(α1)

) 1
2

−
(
β2 − 2α2 log(β2)− β2 log(β2) + log Γ(α2)

) 1
2

∣∣∣ (9)

For others, it was possible to calculate the gij(θ) terms,
so numerical integration was used to compute d(θa, θb). Of
note is that the entropies of Havrda-Charvát and Tsallis gen-
erate the same geodesic distances for Gamma distribution.

Consequently, in the geodesic NLM the weights wij are
changed for these distances.
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wij = exp

(
−∑P d(θi−q, θj−q)

h2

)
(10)

where P denotes the pixels in a similarity window
and θi−q the parameters of the pixel in location q of the
neighborhood centered on i.

(a) Shepp-Logan (b) Asymmetric

(c) Wood 1 (d) Wood 2

Fig. 1: Noise-Free Reference Images Set (POCS)

4 RECONSTRUCTION AND IMAGE EVALUATION

Once the sinogram is filtered, the images will be recon-
structed by the Filtering-Back Projection (FBP) and Projec-
tion onto Convex Sets (POCS) algorithms. We reconstruct
the phantom images of Shepp-Logan (simulating a section
of the human brain), as well as three real phantoms, for a to-
tal of four images. The noisy real images were obtained with
three seconds of exposure per point in the projections, while
the twenty seconds per point exposure were considered as
the original noise-free images.These images are shown on
Figure 1.

The quality evaluation of the reconstructed images is
obtained by reference indexes PSNR and SSIM since the
original noise-free images are available. The results are also
compared with the following methods: Non-Local Means af-
ter an Anscombe transform (NLM) , P-NLM [13], an adapted
version of NLM for Poisson noise, BM3D [14] also after
the Anscombe transform and Bindilatti and Mascarenhas’
[15] Stochastic Poisson NLM (SPNLM) for the stochastic
distances of Bhattacharyya, Hellinger, Kullback-Leibler, and
Rényi.

For our proposed method and the other NLM based
methods, the sinograms were filtered with different param-
eters values. The search window size varied from 5 × 5
through 15 × 15. The similarity window size varied from
5 × 5 to the search window size. Except for the SP-NLM
methods, which sets the value of h automatically, on the
Shepp-Logan phantom the h parameter varied from 0.20 to
0.60 in 0.05 intervals, on the other phantoms this parameter
varied from 0.10 to 0.50 with 0.05 intervals.

5 RESULTS

As stated, we evaluate using both FBP and POCS recon-
struction methods and the results are always better with
POCS, although the filtered images lose sharpness when
compared to FBP, for all filtering methods.

Overall, all the geodesic distances performed very simi-
larly, with each having better results in different metrics.

Considering the P-NLM method, it yielded the best
results on PSNR for FBP reconstruction for the Shepp-Logan
and had comparable results with our method for PSNR in
POCS reconstruction. It also had similar overall results to
our method for PSNR for FBP reconstruction for the Wood
2 reconstruction.

TABLE 2: Shepp-Logan Results

FBP POCS

Method
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Noisy 14.51 0.25 20.22 0.62
Shannon 20.98 0.76 20.74 0.89
Shannon 20.45 0.72 22.11 0.88

Arimoto s = 1.1 21.14 0.81 20.46 0.90
Arimoto s = 1.1 20.40 0.72 22.14 0.88

Havrda Charvát s = 0.8 21.09 0.77 20.76 0.89
Havrda Charvát s = 0.8 20.43 0.80 21.68 0.90

Rényi s = 0.1 21.07 0.77 20.81 0.89
Rényi s = 0.1 20.46 0.80 21.67 0.90

NLM 19.40 0.49 21.86 0.81
P-NLM 21.20 0.72 20.86 0.88

SP-NLM Bhattacharyya 18.57 0.69 17.70 0.81
SP-NLM Bhattacharyya 17.28 0.70 18.11 0.85

SP-NLM Hellinger 18.71 0.72 17.67 0.83
SP-NLM Hellinger 17.09 0.69 18.00 0.85

SP-NLM KL 18.84 0.73 17.64 0.84
SP-NLM KL 17.82 0.71 18.33 0.86

SP-NLM Rényi 18.68 0.70 17.69 0.82
SP-NLM Rényi 17.55 0.71 18.16 0.85

BM3D 21.00 0.81 21.30 0.89

TABLE 3: Asymmetric Results

FBP POCS

Method
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Noisy 16.52 0.52 24.27 0.85
Shannon 20.89 0.69 28.85 0.91

Arimoto s = 1.1 21.18 0.70 28.93 0.91
Arimoto s = 1.1 21.04 0.70 29.11 0.91

Havrda Charvát s = 0.8 21.24 0.70 29.04 0.91
Havrda Charvát s = 0.8 21.19 0.70 29.15 0.91

Rényi s = 0.1 21.16 0.70 29.00 0.91
Rényi s = 0.1 21.03 0.70 29.15 0.91

NLM 20.10 0.67 26.87 0.90
P-NLM 20.81 0.68 28.46 0.90
P-NLM 20.47 0.65 28.85 0.90

SP-NLM Bhattacharyya 20.17 0.65 26.53 0.89
SP-NLM Hellinger 18.78 0.62 23.92 0.88

SP-NLM KL 20.78 0.69 28.72 0.91
SP-NLM Rényi 20.72 0.67 28.32 0.90

BM3D 21.46 0.72 29.67 0.92
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In all other instances our proposed methods outper-
formed the other methods based on NLM. In the tables,
the best results are indicated in bold, while the second best
results are indicated by underline.

In comparison with BM3D, our method achieved better
results in Shepp-Logan in POCS (both PSNR and SSIM). In
FBP our methods got better PSNR values for Wood 1 and
Wood 2.

TABLE 4: Wood 1 Results

FBP POCS

Method
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Noisy 21.91 0.68 34.08 0.91
Shannon 30.63 0.83 37.40 0.96
Shannon 29.98 0.84 37.72 0.97

Arimoto s = 1.1 29.11 0.83 38.46 0.96
Arimoto s = 1.1 29.03 0.84 37.63 0.97

Havrda Charvát s = 0.8 30.69 0.83 37.86 0.96
Havrda Charvát s = 0.8 29.43 0.84 38.12 0.97

Rényi s = 0.1 29.61 0.84 37.64 0.97
Rényi s = 0.1 29.06 0.82 38.48 0.96

NLM 28.44 0.82 37.75 0.96
P-NLM 28.38 0.78 37.06 0.96
P-NLM 27.38 0.81 37.46 0.96

SP-NLM Bhattacharyya 23.32 0.70 21.38 0.92
SP-NLM Hellinger 21.10 0.63 20.21 0.88

SP-NLM KL 23.02 0.69 20.87 0.92
SP-NLM Rényi 22.94 0.69 20.78 0.92

BM3D 29.25 0.85 38.75 0.97

TABLE 5: Wood 2 Results

FBP POCS

Method
PSNR
(dB)

SSIM
PSNR
(dB)

SSIM

Noisy 19.88 0.56 21.66 0.69
Shannon 25.89 0.66 30.86 0.90

Arimoto s = 1.1 26.21 0.67 30.00 0.89
Arimoto s = 1.1 24.95 0.67 29.72 0.91

Havrda Charvát s = 0.8 26.39 0.68 29.50 0.90
Havrda Charvát s = 0.8 24.96 0.68 29.45 0.91
Havrda Charvát s = 0.8 25.93 0.65 30.62 0.89

Rényi s = 0.1 26.23 0.67 30.28 0.90
Rényi s = 0.1 25.70 0.64 30.45 0.89

NLM 24.64 0.68 28.23 0.87
NLM 23.89 0.66 28.55 0.88

P-NLM 25.76 0.67 30.79 0.90
P-NLM 25.10 0.65 30.45 0.91

SP-NLM Bhattacharyya 18.01 0.47 22.37 0.74
SP-NLM Hellinger 18.02 0.46 22.25 0.73

SP-NLM KL 18.00 0.47 22.41 0.74
SP-NLM Rényi 18.01 0.47 22.37 0.74

BM3D 24.80 0.72 31.43 0.92

6 CONCLUSION

In this paper we considered the use of statistical geodesic
distances as a metric of similarity substituting the Euclidean
distance in the standard NLM algorithm. We also adopted a

Bayesian approach. We applied this strategy in the context
of sinogram denoising for low-dose CT.

For mathematical simplification, in this Bayesian ap-
proach, it was considered that the original noise-free sino-
gram follows a Gamma distribution since it is the conjugate
of the Poisson distribution, used for modeling the noise. Our
results show that this approach yields satisfactorily good
results, with the usage of geodesic distances achieving over-
all better results than P-NLM and outperforming standard
NLM in Anscombe domain and SP-NLM in all conditions,
as well as comparable results to Anscombe domain BM3D.

We also found a closed solution for a geodesic distance
between Gamma distributions using the Shannon (h, φ)-
entropy. To our knowledge, this is the first time a closed
form solution for a geodesic distance between two Gamma
models is derived.

For future work, the proposed method could be altered
so that the h parameter (present in equation 2) is not a global
value but would vary with the amount of noise estimated at
the pixel being denoised. This approach would be similar to
the one proposed by Li et al. [16].
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